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Dziatanie Wewnetrzne 3

Dziatania KOLO NAUKOWE

Niech X bedzie ustalonym niepustym zbiorem.
Dwuargumentowym dziataniem wewnetrznym na zbiorze X
nazywamy dowolne odwzorowanie h : X x X — X. Dla elementéw
x,y € X wartos¢ h(x, y) nazywamy wynikiem dziatania h na
argumentach x, y.
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Dziatanie Wewnetrzne fsct:

Dziatania KOLO NAUKOWE

Niech X bedzie ustalonym niepustym zbiorem.
Dwuargumentowym dziataniem wewnetrznym na zbiorze X
nazywamy dowolne odwzorowanie h : X x X — X. Dla elementéw
x,y € X wartos¢ h(x, y) nazywamy wynikiem dziatania h na
argumentach x, y.

Dziataniami wewnetrznymi sg np.
° hix,y)=*,dlaX=Q
e h(x,y)=2%,dlaX =N
® h(f,g)=fog,dlaX =F(R,R)
Dziataniem wewnetrznym nie jest np.
* hix,y)=x+y,daX={aeN:2|av3]a}
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Dziatanie Zewnetrzne 3

Dziatania KOLO NAUKOWE

Dwuargumentowym dziataniem zewnetrznym w niepustym
zbiorze X nad niepustym zbiorem F nazywamy odwzorowanie
g: FxX—X.
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Dziatanie Zewnetrzne fset:

Dziatania KOLO NAUKOWE

Dwuargumentowym dziataniem zewnetrznym w niepustym
zbiorze X nad niepustym zbiorem F nazywamy odwzorowanie
g: FxX—X.

Dziataniami zewnetrznymi sg np.

* g(o, [x,y]) = [ax,ay],dla F = R, X = R?

° gla,x)=nx,daF=7Z,X=R

e gla,b)=ab,dlaF=7Z,X={beZ:3|b}
Dziataniem zewnetrznym nie jest np.

° gla,b)=a+b,daF=R,X=Q
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Oznaczenia 13342

000
KOLO NAUKOWE

Zwyczajowo dziatania oznaczamy symbolami :
+,%,-,0,85,®

Natomiast wynik dziatania oznaczamy odpowiednio przez:
X+Y,X*Y,X-Y,XOYXPDY,XQY
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P6tgrupy, Monoidy, Grupy Bists

KOtO NAUKOWE

Niepusty zbiér G z dziataniem wewnetrznym & nazywamy
Poétgrupa jezeli spetnione sg nastepujgce warunki

1. W, y,z€e G (x®y)®z=xo(y®2) (tacznosc)
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P6tgrupy, Monoidy, Grupy Bists

KOtO NAUKOWE

Niepusty zbiér G z dziataniem wewnetrznym & nazywamy
Monoidem jezeli spetnione sg nastepujgce warunki

1. W, y,z€e G (x®y)®z=xo(y®2) (tacznosc)
2. ecG:VxeG xde=edx=x (el. neutralny)
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Potgrupy, Monoidy,G Gprupy
rupy

fasct:

KOtO NAUKOWE

Niepusty zbiér G z dziataniem wewnetrznym & nazywamy

Grupa jezeli spetnione sg nastepujgce warunki
1. Wx,y,z€e G (xay)dz=xd(y®2)

2. ecG:VxeG xde=edx=x

. WxeGIX'eG xax' =xox=e

(tacznosc)
(el. neutralny)
(el. odwrotne)

v
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P6tgrupy, Monoidy, Grupy Bists

KOtO NAUKOWE

Niepusty zbiér G z dziataniem wewnetrznym & nazywamy
Grupa abelowg jezeli spetnione sg nastepujgce warunki

1. W, y,z€e G (x®y)®z=xo(y®2) (tacznosc)
2. ecG:VxeG xde=edx=x (el. neutralny)
3. Wxe@G@IXeG xaxX=xdx=¢e (el. odwrotne)

4. Vx,ye G xXpy=yax (przemiennos’c’))
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P6tgrupy, Monoidy, Grupy Bk

KOtO NAUKOWE

Niepusty zbiér G z dziataniem wewnetrznym & nazywamy
Grupa abelowg jezeli spetnione sg nastepujgce warunki

1. W, y,z€e G (x®y)®z=xo(y®2) (tacznosc)
2. ecG:VxeG xde=edx=x (el. neutralny)
. xeGIX' eG xpx' =xodx=¢e (el. odwrotne)
4. Vx,ye G xXpy=yax (przemiennosc)

Element neutralny grupy G oznaczamy czesto jako 0. W
szczegolnosci jesli mowa o "dodawaniu”, oznaczanym przez +, ®
Elementy symetryczne nazywamy "przeciwnymi" i oznaczamy —a.
Zapis a — b nalezy rozumie¢ jako a + (—b)
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P6tgrupy, Monoidy, Grupy Bists

KOtO NAUKOWE

Pdétgrupa jest np.
* (N\{0},+)
Monoidem jest np.
° (Z7 )
Grupa jest np.
* (Bij(R,R),0) - Zbidr funkcji bijektywnych z R w R ze
sktadaniem odwzorowan.
Grupa Abelowg jest np.
° (2,+)
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P6tgrupy, Monoidy, Grupy Bk

KOtO NAUKOWE

Pdétgrupa jest np.
* (N\{0},+)
Monoidem jest np.
° (Z7 )
Grupa jest np.
* (Bij(R,R),0) - Zbidr funkcji bijektywnych z R w R ze
sktadaniem odwzorowan.
Grupa Abelowg jest np.
° (2,+)

Jezeli dziatanie w grupie wynika z kontekstu, mozemy je pomijac¢

w zapisie i utozsamiaé grupe ze zbiorem. /
28




Podgrupa 1572k

KOtO NAUKOWE

Niech (G, +) bedzie grupa. Niepusty podzbiér H C G nazywamy
podgrupg grupy G jezeli zachodzi warunek

Vx,yeH x—-yeH
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Podgrupa 13342

KOtO NAUKOWE

Niech (G, +) bedzie grupa. Niepusty podzbiér H C G nazywamy
podgrupg grupy G jezeli zachodzi warunek

vx,yeH x—-yeH
Podgrupami (Z, +) sa np.
2Z={acZ:2|a}, {0}

Podgrupami (R \ {0}, -) sa np.
Q\ {0}, R\{0}

.
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Podgrupa 13342

KOtO NAUKOWE

Niech (G, +) bedzie grupa. Niepusty podzbiér H C G nazywamy
podgrupg grupy G jezeli zachodzi warunek

Vx,yeH x—-yeH

Podgrupami (Z, +) sa np.
2Z={acZ:2|a}, {0}
Podgrupami (R \ {0}, ) sa np.

Q\{0}, R\{0}

oznaczenie H < G nalezy rozumied jako "H jest pogrupg G".
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000
rupy KOLO NAUKOWE

Homomorfizmy Grup 13342

Homomorfizmem miedzy grupa (G, ) oraz grupa (H, ®)
nazywamy dowolne odwzorowanie h : G — H, spetniajace
warunek

Vx,y e G h(x®y)=h(x)®h(y)
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Homomorfizmy Grup fiites:

rupy KOLO NAUKOWE

Homomorfizmem miedzy grupa (G, &) oraz grupag (H, ®)
nazywamy dowolne odwzorowanie h : G — H, spetniajace
warunek

Vx,y € G h(x ®y) =h(x)®h(y)

Homomorfizmem grup (Z, +), (R, -) jest np.
* h(x) =€

Homomorfizmem grup (Z, +), (Z, +) jest np.
* h(x) =2x
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Pierscienie 13342

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Zbiér R z dwoma dziataniami @, ® nazywamy Pierscieniem
jezeli zachodzg nastepujace warunki

1. (R, ®) jest grupg abelowa
2. (R, ®) jest pétgrupg

3. VX, ¥, ZER XQ(Y®Z)=xQydx®2ZA
xey)z=xRz0yRz (rozdzielnos¢ mn. wzg. dod.)
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Pierscienie 13342

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Zbiér R z dwoma dziataniami @, ® nazywamy Pierscieniem z
jedynka , jezeli zachodzg nastepujgce warunki

1. (R, ®) jest grupg abelowa
2. (R, ®) jest monoidem

3. VX, ¥,ZER XQ(Y®Z)=xQydX®2ZA
xey)z=xRz0yRz (rozdzielnos¢ mn. wzg. dod.)
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Pierscienie 13342

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Zbiér R z dwoma dziataniami @, ® nazywamy Pierscieniem
przemiennym z jedynka, jezeli zachodzg nastepujgce warunki

1. (R, ®) jest grupg abelowa
2. (R,®) jest monoidem przemiennym

3. VX, ¥, ZER XQ(Y®Z)=XxQydX®2ZA
xey)z=xRz0yRz (rozdzielnos¢ mn. wzg. dod.)
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Piersécienie 13342

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Pierscieniem jest np.
* (5Z,+,)
Pierscieniem z jedynka jest np.
* (M2(R), +,)
Pierscieniami przemiennymi z jedynka sa np.
° (Z,+,)
° (Rx],+,-)
* (Zn,+,")
e (R[xq,...,Xn],+,")
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Piersécienie 13342

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Obserwacja
Dla dowolnego pierscienia (R, @, ®) zachodzi:

VeR x0=0x=0
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Pierscienie 13342

Pierscienie

Obserwacja
Dla dowolnego pierscienia (R, ¢, ®) zachodzi:

VeR x0=0x=0

Dowdd.

Przeprowadzimy dowdd, ze x ® 0 = 0. Zatézmy nie wprost, ze
istnieje x € R takie, ze x ® 0 = y,y # 0. Mozemy zapisac
y=x20=x®(040)=x208x®0=yaoy. Dostalismy zatem
y =y @y co po obustronnym dodaniu —y prowadzi do y = 0 co
jest sprzeczne z zatozeniem. Dowdd faktu, ze 0 ® x = 0 mozna

przeprowadzi¢ analogicznie. O]
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Pierscienie 13342

.. .. 000
Pierscienie KOLO NAUKOWE

Jezeli (R, @, ®) jest pierscieniem, to zwyczajowo dziatanie &
nazywamy dodawaniem, a ® mnozeniem. Dodatkowo, jezeli

(R, ®) jest monoidem, to jego element neutralny nazywamy
"jedynkg" i oznaczamy 1.
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Podpierscienie 1

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Niepusty podzbiér S pierscienia (R, ®, ©) nazywamy
podpierscieniem R, jezeli (S, @) jest podgrupa (addytywng) (R, @)
oraz zbidr S jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie. Dodatkowo,
jezeli, R jest pierscieniem z jedynkg dodaje sie warunek 1 € S.

Podpierscieniem pierscienia R sg np.

°Q

° 7
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Pierscienie z Dzielnikami Zera 1572k

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Niech (R, ®, ®) bedzie pierscieniem. Wtedy a,b € R,a,b # 0 sg
dzielnikami zera wtedy i tylko wtedy gdy a @ b = 0.

Pierscien, w ktérym nie wystepujg dzielniki zera, nazywamy
Pierscieniem catkowitym.

1. W pierscieniu Zg elementy 2, 3 sg dzielnikami zera, poniewaz
2,3#072-3=6=0.
2. Pierscien Z jest pierscieniem catkowitym.
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Homomorfizmy Pierscieni ot

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Niech (R, +, ) oraz (S, ®, ®) beda dowolnymi pierscieniami.
Homomorfizmem pierscieni R, S nazywamy dowolne
odwzorowanie h : R — S takie, ze:

Va,b € R h(a+b) = h(a) ® h(b)
Va,b € R h(a-b)=h(a)® h(b)
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Homomorfizmy Pierscieni ot

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Niech (R, +, ) oraz (S, ®, ®) beda dowolnymi pierscieniami.
Homomorfizmem pierscieni R, S nazywamy dowolne
odwzorowanie h : R — S takie, ze:
Va,b € R h(a+b) = h(a) ® h(b)
Va,b € R h(a-b)=h(a)® h(b)

Dodatkowo, jesli, R,S sa pierscieniami z jedynka, musi zachodzi¢
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Homomorfizmy Pierscieni ot

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Homomorfizmem pierscieni Z, Z[x] jest np.
* h(a)=a

Homomorfizmem pierscieni Z, Zp, jest np.
* h(a) = a (mod n)
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Pierscien z jednoscia (K, @, ®) nazywamy ciatem, jezeli
(K'\ {0}, ®) jest grupg abelowa.

Ciatami sg np.
R
°Q
e C
* Zp, dla p bedgcego liczbg pierwszg

Elementy symetryczne w dziataniu "mnozenia" nazywamy
elementami odwrotnymi i oznaczamy a~'
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fasct:

KOtO NAUKOWE

Obserwacja
Dowolne ciato (K, ®, ®) jest pierscieniem catkowitym.
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fasct:

KOtO NAUKOWE

Obserwacja
Dowolne ciato (K, ®, ®) jest pierscieniem catkowitym.

Zatézmy nie wprost, ze istniejg a,b € K, a,b # 0 takie, ze
a®b=0.ztego wynika, ze a "®a®b = a~ ' ®0 z czego wynika
1 ® b = 0 co jest rbwnowazne z b = 0, co jest sprzecze z
zatozeniem. ]
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Podciata T

KOtO NAUKOWE

Niech K bedzie ciatem. Niepusty podzbidr L zbioru K nazywamy
podciatem, gdy L jest podpierscieniem K oraz zachodzi

vaelL\{0} a'el

Podciatem C sg np.
e R

°Q
° QvV2={a+bv2:a,beQ}
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Homomorfizmy Ciat fset:

Ciata KOLO NAUKOWE

Niech (R, +, ) oraz (S, ®, ®) bedg dowolnymi ciatami.
Homomorfizem ciat R i S nazywamy dowolne odwzorowanie
h: R — S spetniajace

Va,b € R h(a-+b)=h(a)® h(b)
Va,b € R h(a-b)=h(a)® h(b)

21/28



Szczegolne homomorfizmy Bk

Funkcje KOLO NAUKOWE

Homomorfizm (grup, pierscieni, ciat) nazwiemy
® monomorfizmem, gdy jest iniektywny
e epimorfizmem, gdy jest surjektywny
e jzomorfizmem, gdy jest bijektywny
® endomorfizmem, gdy dziedzina jest rowna przeciwdziedzinie

® automorifzmem, gdy jest to endomorfizm bijektywny
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Obraz i Przeciwobraz zbioru 1572k

Funkcje KOLO NAUKOWE

Niech 7 : X — Y bedzie dowolnym odwzorowaniem z X do Y.

Obrazem zbioru A C X przez odwzorowanie f nazywamy zbidr
{y e Y|3Ix € A:f(x)=y}ioznaczamy przez f(A).

.

Przeciwobrazem zbioru B C Y przez odwzorowanie f nazywamy
zbiér {x € X | f(x) € B} i oznaczamy przez f~1(B).

<
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Obraz i Jadro odwzorowania 1334

Funkcje KOLO NAUKOWE

Niech f : X — Y bedzie dowolnym odwzorowaniem z X do Y.

Obrazem odwzorowania f nazywamy zbidr f(X) i oznaczamy
przez Imy.

W przypadku gdy przeciwdziedzina dziedziny tworzy strukture z
elementem neutralnym oznaczanym przez 0 definiujemy
dodatkowo jgdro odwzorowania

Jadrem odwzorowania f nazywamy zbiér f~(0) i oznaczamy
przez kery.
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Obraz i Jadro odwzorowania 1334

Funkcje KOLO NAUKOWE

Niech f : Z — Z bedzie zadane wzorem f(a) = a (mod 7). Wtedy
e f({1,9,15}) = {1,2}
o 1) ={7k+1|keZ}
o Imy = f(Z) =77
® kers =f~1(0) = {7k | k € Z}

25/28



lloczyn Kartezjanski hsets

IIoczyn Kartezjariski i Suma Prosta KOLO NAUKOWE

Niech A, B bedg dowolnymi niepustymi zbiorami.

lloczynem Kartezjarniskim A, B nazywamy zbidr
{(a,b) |a€ AAb € B} ioznaczamy przez A x B.

n-tg potega zbioru A rozumiemy jako
AxAx...xA={(ay,...,an) | ay,...,an € A} i oznaczamy

n
przez A".
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Suma Algebraiczna, Prosta 13342

lloczyn Kartezjaniski i Suma Prosta DL NAKDUE

Niech (G, +) bedzie grupg oraz niech A, B bedag dowolnymi
niepustymi podzbiorami G.

Suma Algebraiczng zbioréw A, B nazywamy zbidr
{a+b|aecAAnb e B}ioznaczamy przez A + B.

Jezeli zachodzi wtasnosé, ze dla kazdego ¢ € A + B istnieje
dokfadnie jedna para a,btaka, zeac Albe Borazc=a+ b, to
maéwimy o Sumie Prostej zbiorow A, B. Zwyczajowo, sume prostg
zbiorow A, B oznaczamy przez A ¢ B.
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Suma Algebraiczna, Prosta 13342

lloczyn Kartezjariski i Suma Prosta OLONAOH

Niech (G, +) bedzie grupg oraz niech A, B bedag dowolnymi
niepustymi podzbiorami G.

Suma Algebraiczng zbioréw A, B nazywamy zbidr
{a+b|aecAAnb e B}ioznaczamy przez A + B.

Jezeli zachodzi wtasnosé, ze dla kazdego ¢ € A + B istnieje
dokfadnie jedna para a,btaka, zeac Albe Borazc=a+ b, to
maéwimy o Sumie Prostej zbiorow A, B. Zwyczajowo, sume prostg
zbioréw A, B oznaczamy przez A & B. Zauwazmy, ze istnieje
naturalny izomorfizm ¢ : A x B — A @ B zadany przez

v(a,b) = a+ b. Z tego powodu, czesto w literaturze suma prosta
(wewnetrzna) jest nierozréznialna z iloczynem kartezjariskim.
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Pytania, watpliwosci, uwagi ?

28/28



	Działania
	Grupy
	Pierścienie
	Ciała
	Funkcje
	Iloczyn Kartezjański i Suma Prosta

