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Macierze Blokowe 1572k

WS t@p KOtO NAUKOWE

W ponizszych rozwazaniach skupimy sie na macierzach
blokowych 2 x 2. Wiele wynikéw da sie jednak uogdlnic.

Rozwazmy macierze

Ace Mn1><m1>B € Mn,xmy, Ce Mn2><m1;D € Mnyxm, nad
ustalonym ciatem K. Wtedy, Macierzg Blokowa (klatkowa)

X € Mn,+n,xm,+m, 2t0zong z A, B, C, D definiujemy jako X = (xj),
gdzie

ajj i<ng, j<my

Xj = b(i)(/—m1) i< n1" my <j < n:'1 + my
C(i—ny)()) ny <I<ny+nz, J<my
Aii—ny)(—my) M <I<Ng+n2 my<j<my+mp
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Macierze Blokowe 1572k

000
Wstep KOLO NAUKOWE

Takie macierze zapisujemy jako

*[¢ 3

Zauwazmy, ze macierze mozna dzieli¢ na bloki na wiele

Sposobow,
1 2 3 \ 4 1 2|3 4
X 5 6 7(8 | |5 6|7 8
9 10 11|12 | | 9 10[11 12
13 14 15|16 13 14|15 16

ale zawsze zachodzi
colA = colC, colB =colD, rowA =rowB, rowC = rowD
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Szczegoblne Macierze Blokowe 1572k

000
Wstep KOLO NAUKOWE

Blok, bedacy macierzg dowolnych wymiaréw wypetniong samymi
zerami oznaczamy jako 0.

Diagonalng (Przekatniowa) macierza blokowg nazywamy
macierz blokowg D, jesli da sig jg zapisac jako

by o
o-|3 o)
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Szczegoblne Macierze Blokowe 1572k

000
Wstep KOLO NAUKOWE

Tréjkatno-gérna macierza blokowa nazywamy macierz blokowag
U, jesli da sie jg zapisac jako

_ U1 Usz
u= |5 2]

Tréjkatno-dolng macierza blokowg nazywamy macierz blokowg
L, jesli da sie jg zapisac jako

Ly 0
L=
[Lm Lzz]
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Szczegoblne Macierze Blokowe 1572k

000
Wstep KOLO NAUKOWE

W notacji macierzy blokowej 7 moze oznacza¢ macierz
jednostkowg dowolnego wymiaru.

Macierz jednostkowg mozna zapisac w postaci blokowej jako

b 4
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Obserwacja

Niech X, Y beda macierzami tych samych wymiaréw. Jezeli X, Y

podzielimy na bloki odpowiednio tych samych wymiarow, to

macierze blokowe mozna dodawac

X_[A1 511 Y_[Az BZ] X4y |AtA: Bi+B;
= Y=l : =

Cy D D, Ci+Co Dy+ D>

Rdéwnie naturalnie, zdefiniowane jest odejmowanie macierzy
blokowych jak i mnozenie macierzy przez skalar z ciata.
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Transpozycja Macierzy Blokowych §3sefs

Podstawowe Operacje KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

. A
Niech X = c D

macierzy A jest macierzg blokowg, zadang jako

P [AT CT]

bedzie macierzg blokowg. Transpozycja

BT DT
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Mnozenie Macierzy Blokowych 13342

nozenie KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech, X € Mn, 1 nyxmy+mys Y € Mm,tmyxpq+p, 0803 macierzami
nad tym samym ciatem K podzielonymi na bloki w nastepujacy

sposdb
_|Ay B4 A2 B>
X‘la 011’ Y—lcz Dy’

gdzie colA; = colCy = rowA, = rowB, oraz
colB; = colD{ = rowC» = rowD,.
Wiedy
A1A2 + B1 Cz A182 + B1D2
M= XY =
[C1A2 +D:C, Cy{Bs+ DD,
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Operacje Elementarne - Mnozenie  §3gs$

Eliminacja Gaussa KOLO NAUKOWE

Niech M = é g bedzie macierza blokowg o wymiarach:
A-nxm, B-nxk, C-pxm, D-pxk

oraz niech E bedzie dowolng macierzg o wymiarach n x n.

B| r=eR, |EA EB
CcC D cC D
przedstawic jako ztozenie operacji elementarnych na wierszach.

Operacje da sie wykonac i da sie
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Operacje Elementarne - Odejmowanicggeds

Eliminacja Gaussa KOLO NAUKOWE

Niech M = é g] bedzie macierzg blokowg o wymiarach:
A-nxm, B-nxk, C-pxm, D-pxk

oraz niech F bedzie dowolng macierzg o wymiarach n x p

R=R—FR, |A—FC B—FD
Cc D C D
i da sie przedstawiC jako ztozenie operacji elementarnych na
wierszach.

Operacje da sie wykonacé
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Macierze blokowo-diagonalne Bk

Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

D,

Niech D = 0 DO ] bedzie kwadratowg macierzg
2

blokowo-diagonalna, gdzie D¢, D> sg blokami kwadratowymi.
Macierz D jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy macierze D;
oraz D, sg nieosobliwe oraz D~ zadane jest wzorem

4 _|D7' o
o _lo D,
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Macierze blokowo-diagonalne Bigk

Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech D = bedzie kwadratowg macierzg

blokowo-diagonalna, gdzie D¢, D> sg blokami kwadratowymi.
Macierz D jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy macierze D;
oraz D, sg nieosobliwe oraz D~ zadane jest wzorem

4 _|D7' o
o _lo D,

Dowad.

Wzér najprosciej sprawdzi¢ z definicji macierzy odwrotnej. Wkw
na istnienie wynika z analizy liczby liniowo niezaleznych wierszy
lub macierzy. O
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Macierze blokowo-trojkatne

by 000
Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Uit Uz

0 Ux
trojkatng gorna, gdzie Uq4, Uso sg blokami kwadratowymi. Macierz
U jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy macierze U1 oraz Us»
sg nieosobliwe oraz U~ zadane jest wzorem

Ut = [UTJ —U1_11Lf112U2_21]
0 U,

Niech U = bedzie kwadratowg macierzg blokowg
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Macierze blokowo-trojkatne

s G 000
Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Uit Uz

0 U
trojkatng gorna, gdzie Uq4, Uso sg blokami kwadratowymi. Macierz
U jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy macierze U;1 oraz Uy
sg nieosobliwe oraz U~ zadane jest wzorem

Ut = [U# —U1_11Lf112U2_21]
0 U,

bedzie kwadratowa macierzg blokowg

Dowdd.

Wzér mozna wyprowadzi¢ z metody Gaussa, natomiast wkw
wynika z analizy liczby liniowo niezaleznych kolumn i wierszy. [
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Macierze blokowo-trojkatne

by 000
Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

0 bedzie kwadratowa macierzg blokowg
Loy Lo

tr6jkatng dolng, gdzie L4, L,» sg blokami kwadratowymi. Macierz
L jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy macierze L4, oraz Lo,
sg nieosobliwe oraz L~ zadane jest wzorem

L_1:[ 1L1_11 1 01]
_L2_2L21L1_1 L2_2
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Macierze blokowo-trojkatne

s G 000
Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

0 bedzie kwadratowa macierzg blokowg
Loy Lo

tr6jkatng dolng, gdzie L4, L,» sg blokami kwadratowymi. Macierz
L jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy macierze L4, oraz Lo,
sg nieosobliwe oraz L~ zadane jest wzorem

L_1:[ 1L1_11 1 01]
_L2_2L21L1_1 L2_2

Dowdd.

Wzér mozna wyprowadzi¢ z metody Gaussa, natomiast wkw
wynika z analizy liczby liniowo niezaleznych kolumn i wierszy. [
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Ogodlne Macierze f35:12

Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

Niech M = é g bedzie kwadratowg macierzg blokowa, gdzie

A, D sg kwadratowymi blokami.

Jezeli D jest nieosobliwe, Dopetnienie Schura macierzy M
wzgledem D definiujemy jako M/D = A — BD~'C

Jezeli A jest nieosobliwe, Dopetnienie Schura macierzy M
wzgledem A definiujemy jako M/A =D — CA~'B
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Ogodlne Macierze 1572k

. . 000
Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

A

Niech M = C g bedzie kwadratowg macierzg blokowa, gdzie

A, D sg kwadratowymi blokami.

Twierdzenie

Niech A bedzie nieosobliwe. Wtedy M~ istnieje wtedy i tylko
wtedy gdy M /A jest odwracalne oraz zachodzi wzér

Y —

A1+ A-1B(M/A)"1CA~! —A-1B(M/A)~!
~(M/A)"'CA! (M/A)~

Dowad.

Wzdr najprosciej wyprowadzi¢ z metody Gaussa.
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Ogodlne Macierze 1572k

. . 000
Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

A

Niech M = C g bedzie kwadratowg macierzg blokowa, gdzie

A, D sg kwadratowymi blokami.

Twierdzenie

Niech D bedzie nieosobliwe. Wiedy M~ istnieje wtedy i tylko
wtedy gdy M/D jest odwracalne oraz zachodzi wzdr

y-1—| (M/D)" ~(M/D)~'BD"!
~ |-D-'c(M/D)~' D'+ D~'C(M/D)~'BD"

Dowad.

Wzdr najprosciej wyprowadzi¢ z metody Gaussa.
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Ogodlne Macierze f35:12

Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

Oznaczmy przez J macierz kwadratowg dowolnego rozmiaru,
ktéra ma 1 na odwrotnej przekatnej, a pozostate elementy sg
rowne 0. Zauwazmy, ze mozna zapisac takg macierz w postaci

blokowej jako
10 J
7|7 3]
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Ogodlne Macierze f13:1:

Odwrotnosci KOLO NAUKOWE

Obserwacja

Niech M = é g bedzie kwadratowg macierzg blokowa, ktdrej
bloki B, C sg blokami kwadratowymi. Zauwazmy, ze macierz
_|BT AT
MI=1ps cg
kwadratowych na gtéwnej przekatnej, zatem mozna policzyc¢ jej
odwrotnosé przy pomocy wspomnianych wczesniej twierdzen.

jest macierzg kwadratowg o blokach

Obserwacja

Macierz odwrotng do macierzy blokowej M posiadajgcej bloki
kwadratowe na przekatnej odwrotnej, mozemy wyliczy¢ z
zaleznosci

M =77 "M =F(MT)""
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Wyznacznik Macierzy Blokowej Bk

Wyznacznik KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech K bedzie ciatem i niech R bedzie podpierscieniem
przemiennym pierscienia M, (K) macierzy kwadratowych
wymiaru n o wspoétczynnikach z ciata K. Rozwazmy macierz
M € Mpxp(R). Zachodzi

detgM = detk(detgpM)

21/32



Wyznacznik Macierzy Blokowej Bists

Wyznacznik KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech K bedzie ciatem i niech R bedzie podpierscieniem
przemiennym pierscienia M, (K) macierzy kwadratowych
wymiaru n o wspoétczynnikach z ciata K. Rozwazmy macierz
M € Mpxp(R). Zachodzi

detgM = detk(detgpM)

Twierdzenie to ma charakter ogdlny - jest eleganackie
algebraiczne i praktycznie bezuzyteczne, bo posiada pewne
ewidentne ograniczenia.
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Macierze blokowo-diagonalne 2 x 2 §3s§2

Wyznacznik KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech bedzie dana macierz blokowo-diagonalna M = [D1 0 ] :

0 D,
Zachodzi
detM = detDy - detD».

Dodatkowo, jesli oba bloki majg ten sam wymiar zachodzi

detM = detD1 : deth = det(D1 D2)
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Macierze blokowo-diagonalne 2 x 2 §3s§2

Wyznacznik KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech bedzie dana macierz blokowo-diagonalna M = [ 0 D
2

D; 0 ]
Zachodzi

detM = detDy - detD».

Dodatkowo, jesli oba bloki majg ten sam wymiar zachodzi

detM = detD1 : detD2 = det(D1 D2)

Dowdd.
Nalezy skorzysta¢ z indukcji wzgledem wymiaru macierzy D, oraz

rozwiniecia Laplace’a. O
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Macierze blokowo-troj k?tne 855}5

Wyznaczni KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Niech bedzie dana kwadratowa macierz blokowo-gdornotrdjkatna

M = [U(r g ] gdzie bloki Uy oraz Us, sg kwadratowe. Wtedy
22

zachodzi
detM = detU11 : detU22.

Dodatkowo, jesli ich wymiary sg takie same, zachodzi

detM = detU11 : detUQQ = det(Uﬁ Ugg).
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Macierze blokowo-tréj k?tne Backe

Wyznaczni KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Niech bedzie dana kwadratowa macierz blokowo-gdornotrdjkatna

M = [U(r Z ] gdzie bloki Uy oraz Us, sg kwadratowe. Wtedy
22

zachodzi
detM = detU11 0 detUgg.

Dodatkowo, jesli ich wymiary sg takie same, zachodzi

detM = detU11 : detUQQ = det(Uﬁ U22).

Nalezy skorzystac z indukcji wzgledem wymiaru macierzy U4
oraz rozwiniecia Laplace’a. O
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Macierze z blokiem zerowym 1572k

Wyznacznik KOLO NAUKOWE
Twierdzenie
B

Niech bedzie dana kwadratowa macierz blokowa M = c pl°

wszystkich blokach tego samego rozmiaru. Jezeli cho¢ jeden blok
jest blokiem zerowym, zachodzi

detM = det(AD — BC)
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Macierze z blokiem zerowym Backe

Wyznacznik KOLO NAUKOWE
Twierdzenie
A B

Niech bedzie dana kwadratowa macierz blokowa M = c pl°

wszystkich blokach tego samego rozmiaru. Jezeli cho¢ jeden blok
jest blokiem zerowym, zachodzi

detM = det(AD — BC)

Dowad.
W przypadku, gdy C = 0 badz B = 0 wystarczy skorzystac z
poprzednich twierdzen. Natomiast, w przypadku gdy A = 0 lub

B = 0, zauwazmy, ze
7z -7| |z o] |z -z|] |[A B] _[-C -D
o 7| |z z| |0 | |c Dl |A B
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Macierze blokowe 2 x 2 1572k

Wyznacznik KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

A B
CcC D
wszystkich blokach tego samego rozmiaru. Jezeli D jest
odwracalna, zachodzi

Niech bedzie dana kwadratowa macierz blokowa M =

detM = det(AD — BD~'CD)

|0
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Macierze blokowe 2 x 2 Backe

Wyznacznik KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

CcC D
wszystkich blokach tego samego rozmiaru. Jezeli D jest
odwracalna, zachodzi

Niech bedzie dana kwadratowa macierz blokowa M = A B] o}

detM = det(AD — BD~'CD)

Dowod.
Zauwazmy, ze

A Bl [ 7 o [A-BD'C B
c b| |-p-'c 1|~ 0 D
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Macierze blokowe 2 x 2

KOtO NAUKOWE

Jezeli dodatkowo CD = DC to zachodzi detM = det(AD — BC) l
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Dopetnienie minora macierzy Bk

Ogodlne Twierdzenie Laplace a KOLO NAUKOWE

ayy o0 Qi
Niech bedzie dana macierz kwadratowa A = :

an1 -+ am
Niech M bedzie minorem wymiaru p < n. Niech

J1 <Jo...<Jp
bedg wskazZnikami wierszy, a
ki <ky...<kp

beda wskaznikami kolumn, z ktérych powstat minor M. Niech
g = n — p oraz M, bedzie minorem wymiaru g powstatym przez
wykreslenie wierszy i kolumn nalezacych do minora M.
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Dopetnienie minora macierzy Bk

Ogodlne Twierdzenie Laplace a KOLO NAUKOWE

Dopetnieniem algebraicznym minora M wzgledem macierzy A
nazywamy liczbe _
M = (_1)Zj+):k . M1.

gdzie Yj =ji + - jo i Tk = ky + -+ + kp.
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Wieloliniowo$¢ wyznacznika 15322

Ogodlne Twierdzenie Laplace’a KOLO NAUKOWE

Niech A bedzie macierzg zdefiniowang jak na poprzednich
slajdach. Niech A; = [an ajp ... a,-,,} oznacza i—ty wiersz
macierzy i niech zachodzi

Ai:|:V1 Vo ... Vn}+a‘[U1 u ... Un}.

Zachodzi wtedy

ayr 0 Qip ayy -0 @ip ayy -0 @ip

det |@jy ... ap| =det|vy ... Vp|4+adet|u; ... Up

an1 -+ ann] ant -+ ann| ant -+ ann|
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Twierdzenie Laplace’a 13342

Ogolne Twierdzenie Laplace’a DL NAKDUE

Zdefinujmy macierz A jak na poprzednich slajdach. Rozbijmy
macierz A na dwie macierze prostokatne A’ oraz A”, z ktérych
pierwsza sktada sie z p pierwszych kolumn, a druga z q ostatnich
kolumn.

Jesli w macierzy A’ ilos¢ wierszy zawierajgca same zera jest
wieksza od g to detA = 0.
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Twierdzenie 1572k

Ogodlne Twierdzenie Laplace’a KOLO NAUKOWE

Ogodlne Twierdzenie Laplace’a

Niech M przebiega wszystkie minory jakie mozna utworzyc¢ z
dowolnie wybranych i ustalonych kolumn (wierszy) macierzy A,
natomiast M* niech bedzie algebraicznym dopetnieniem minora
M. Suma wszystkich iloczynéw MM* jest réwna detA.
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fasct:

KOtO NAUKOWE

. Inverses and Determinants of n x n matrices, Mlge
Saadetoglu, Sakir Mehmet Dinsev, 2023, Mathematics

. Block Matrix Formulas , John A. Gubner, 2024

. Elementy Algebry Wyzszej, A. Mostowski, M. Stark,
Wydawnictwo Naukowe PWN
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