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Rzad Grupy f132ts

Grupy Cykliczne KOLO NAUKOWE

Niech G bedzie grupa. Jesli G jest grupg skoriczong, to rzad G to
liczba elementéw G. Jezeli G jest grupg nieskoriczona, to méwimy,
ze rzad grupy G jest nieskoriczony. Rzad grupy G oznaczamy jako

ord(G)
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Rzad Grupy 1572k

Grupy Cykliczne KOLO NAUKOWE

Niech G bedzie grupa. Jesli G jest grupg skoriczong, to rzad G to
liczba elementéw G. Jezeli G jest grupg nieskoriczona, to méwimy,
ze rzad grupy G jest nieskoriczony. Rzad grupy G oznaczamy jako

ord(G)

Przez catg prezentacje w przewazajgcej wiekszosci stosujemy
konwencje grupy multiplikatywnej, z tym wyjgtkiem, ze element
neutralny oznaczamy jako e zamiast 1.
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Grupy Cykliczne f3:

Grupy Cykliczne AT

Grupa (G, -) jest grupa cykliczng wtw. gdy, istnieje taki element
a € G, ze kazdy element grupy G jest jego potega, to znaczy

VgeG3keZ: g=a.

Element a nazywamy wtedy generatorem grupy cyklicznej

|

W konwencji multiplikatywnej méwimy o k-tej potedze elementu a i
zapisujemy jg jako & = a-a- ... - a, natomiast w konwencji
N————

k
addytywnej, méwimy o k-tej wielokrotnosci elementu a i
zapisujemy k-a=a+a-+...+a.
| A —
k
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Grupy Cykliczne hsets

Grupy Cykliczne KOLO NAUKOWE

Jesli a jest generatorem grupy G to piszemy G = (a). J

Grupami cyklicznymi sg np.
1. (VA1,")
2. (Zn,+)
3. Z
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Abelowos¢ grup cyklicznych 1572k

Grupy Cykliczné KOLO NAUKOWE

Obserwacja
Kazda grupa cykliczna jest abelowa.

Rozwazmy grupe (a). Wystarczy zauwazyc¢, ze z tgcznosci wprost
wynika aPa? = a%aP. O
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Skoriczone grupy cykliczne 1572k

rupy Cykliczne KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Grupa cykliczna (a) jest skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg liczby catkowite p, g, gdzie p # q, takie, ze aP = a9.
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Skoriczone grupy cykliczne 13342

rupy Cykliczne R

Twierdzenie

Grupa cykliczna (a) jest skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg liczby catkowite p, g, gdzie p # q, takie, ze aP = a9.

Grupe cykliczng rzedu n mozna zapisa¢ w postaci
{a% a'...,a" '}, natomiast nieskoriczong grupe cykliczng w
postaci {...,a~1,a%a’,...}.

Grupa cykliczna (a) jest nieskoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego p # q, p,q € Z zachodzi aP # a9.
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Izomorfizm grup cyklicznych 1572k

Grupy Cykliczne KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Wszystkie grupy cykliczne nieskoriczonego rzedu sg izomorficzne.
Wszystkie grupy cykliczne skoriczone réwnych rzedéw sg
izomorficzne.
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Podgrupy grup c;yklicznych hsets

rupy Cykliczne R

Twierdzenie

Niech G = (a) bedzie grupa cykliczng, a H jej podgrupa, H < G.
Wtedy H = {e}, albo H jest grupa cykliczng postaci (a™) dla
pewnego m € N. Dodatkowo:

e Jezeli G jest grupg nieskoriczong, to dla kazdego p,q € N,

p # q zachodzi (aP) # (a9%).

e Jezeli G jest grupg skoriczong rzedu n, to kazda podgrupa
jest postaci (a") dla pewnego m bedacego dzielnikiem n.
Witedy G ma tyle ré6znych podgrup, ile dzielnikdw naturalnych
liczba n. Podgrupa (a™) ma doktanie g = 2 elementéw.

9/37



Rzad elementu 13342

Grupy Cykliczne R

Jesli podgrupa (a) grupy G jest skoriczona i ma rzad n, to
mowimy, ze a jest elementem rzedu n. Jesli (a) jest nieskoriczona
to moéwimy, ze a jest elementem rzedu nieskoriczonego. Rzad
elementu a w grupie G oznaczamy jako

OI‘dG(a)
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Warstwy 1572k

KOtO NAUKOWE

Niech bedzie dana grupa G i jej podgrupa H.

Warstwa lewostronng elementu a € G wzgledem podgrupy H
nazywamy zbioér {ah | h € H} i oznaczamy przez aH.

.

Warstwg prawostronng elementu a € G wzgledem podgrupy H
nazywamy zbioér {ha | h € H} i oznaczamy przez Ha.

A\,

11/37



Warstwy 1572k

KOtO NAUKOWE

Obserwacja

Niech b € G. Wtedy

beaH < (3heH:b=ah)e (3heH:a'b=h)<a'beH.

Analogicznie

becHa<ba'cH.

12/37



Warstwy

KOtO NAUKOWE

Obserwacja

Niech b € G. Wtedy

beaH < (3heH:b=ah)e (3heH:a'b=h)<a'beH.

Analogicznie

becHa<ba'cH.

V.

W zapisie addytywnym warstwy oznaczamy przez a + H. I

Obserwacja
W grupie abelowej G zachodzi

YVaec GVYH < G aH = Ha.
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Réwnos$é Warstw 1572k

Warstwy KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Jesli H jest podgrupa grupy G, to kazde dwie warstwy lewostronne
(prawostronne) wzgledem H sg albo réwne albo roztgczne.

13/37



Réwnos$é Warstw 1572k

000
Warstwy KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Jesli H jest podgrupa grupy G, to kazde dwie warstwy lewostronne
(prawostronne) wzgledem H sg albo réwne albo roztgczne.

Kazdy element grupy G nalezy do doktadnie jednej warstwy
lewostronnej (prawostronnej) wzgledem podgrupy H.

Jesli H jest podgrupg grupy G to
aH=bH <=a'beH
Ha=Hb < ba™' c H
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Réwnolicznosé Warstw 22049
Warstwy h’.*.

KOtO NAUKOWE

Twierdzenie

Dowolne dwie lewostronne (prawostronne) warstwy wzgledem tej
samej podgrupy sa rownoliczne.

Dowolna warstwa lewostronna jest réwna z dowolng warstwg
prawostronng wzgledem tej samej podgrupy.
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Twierdzenie

Dowolne dwie lewostronne (prawostronne) warstwy wzgledem tej
samej podgrupy sa rownoliczne.

Dowolna warstwa lewostronna jest réwna z dowolng warstwg
prawostronng wzgledem tej samej podgrupy.

Réownolicznoéé Warstw 1572k

000
Warstwy KOLO NAUKOWE

Dowdd.

Dowdd dla warstw lewostronnych. Wystarczy pokazaé, ze

¢ : aH — bH zadane przez p(ah) = bh jest bijekcja. Dla drugiego
stwierdzenia, wystarczy obserwacja, ze eH = He = H. O
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Odwrotnosci Elementow Warstw 8}5}5

Warstwy KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Zbiér odwrotnosci elementéw warstwy lewostronnej aH

(prawostronnej Ha) jest warstwg prawostronng Ha—' (lewostronng
—1

a 'H).
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Odwrotnosci Elementéw Warstw 1572k

Warstwy KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Zbiér odwrotnosci elementéw warstwy lewostronnej aH

(prawostronnej Ha) jest warstwg prawostronng Ha—' (lewostronng
—1

a 'H).

Dowad.

Dowdd dla warstw lewostronnych. b € aH = b = ah dla pewnego
hecH.Wtedy b~' = (ah)~' =h~'a ' ¢ Ha .

Wezmy ¢ € Ha—' = ¢ = hya~' dla pewnego hy € H. Zauwazmy,
zec=cy dlac; =ah;' €aH. O

15/37



T 1572k

KOtO NAUKOWE

Zbiér wszystkich warstw lewostronnych wzgledem podgrupy H
jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich warstw prawostronnych
wzgledem podgrupy H.

Dowad.

Na podstawie poprzedniego twierdzenia, zauwazmy, ze
odwzorowanie prowadzgce ze zbioru warstw lewostronnych w
zbidér warstw prawostronnych wzgledem tej samej podgrupy H
zadane wzorem (aH) = Ha™" jest bijekcja. O
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Indeks Podgrupy f3ts

Warstwy KOLO NAUKOWE

Niech G bedzie grupg skoriczong, a H jej podgrupa. Indeksem
podgrupy H w grupie G nazywamy liczbe warstw lewostronnych
grupy G wzgledem H. Indeks podgrupy H w grupie G oznaczamy
przez [G : H]

.

Twierdzenie (Lagrange’a)
Niech G bedzie grupg skoriczong, a H jej podgrupa. Wtedy

ord(G) = ord(H)[G : HJ.
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Indeks Podgrupy f3ste

Warstwy KOLO NAUKOWE

Niech G bedzie grupg skoriczong, a H jej podgrupa. Indeksem
podgrupy H w grupie G nazywamy liczbe warstw lewostronnych
grupy G wzgledem H. Indeks podgrupy H w grupie G oznaczamy
przez [G : H]

Twierdzenie (Lagrange’a)
Niech G bedzie grupg skoriczong, a H jej podgrupg. Wtedy

ord(G) = ord(H)[G : HJ.

Dowadd.

Wystarczy obserwacja, ze kazdy element nalezy do doktadnie
jednej warstwy oraz kazda warstwa jest réwnoliczna. O
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Indeks Podgrupy f3ts

Warstwy KOLO NAUKOWE

Rzad elementu grupy skoriczonej jest dzielnikiem rzedu grupy, to
znaczy dla grupy G zachodzi ordg(a) | ord(G) Va € G.

W grupie skoriczonej G rzedu n zachodzi a" = e dla kazdego
ae@G

Niech ordg(a) = m. Wtedy n = mq. Zatem
a'=(@"9=ev=¢e O
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Grupy Pierwszego Rzedu Bk

Warstwy KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Grupa skoriczona G, ktdrej rzad jest liczbg pierwszg jest grupa
cykliczna.
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Grupy Pierwszego Rzedu Back

000
Warstwy KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Grupa skoriczona G, ktdrej rzad jest liczbg pierwszg jest grupa
cykliczna.

Dowad.

ord(G) > 1, zatem istnieje a € G, rézny od e. Poniewaz
ordg(a) | ord(G) oraz jedynym elementem rzedu 1 jest element
neutralny, to ordg(a) = ord(G) zatem (a) = G. O

.,
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Grupy Pierwszego Rzedu Bists

000
Warstwy KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Grupa skoriczona G, ktdrej rzad jest liczbg pierwszg jest grupa
cykliczna.

Dowad.

ord(G) > 1, zatem istnieje a € G, rézny od e. Poniewaz
ordg(a) | ord(G) oraz jedynym elementem rzedu 1 jest element
neutralny, to ordg(a) = ord(G) zatem (a) = G.

Ol

Grupa rézna od jednoelementowej nie zawiera podgrup
wiasciwych wtedy i tylko wtedy gdy jest skonczona i jej rzad jest
liczba pierwsza.
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Podgrupa Normalna T

Podgrupy Normalne R

Niech G bedzie grupa, a H jej podgrupg. Méwimy, ze H jest
Podgrupa normalng G, jezeli zachodziVa € G aH = Ha
(réwnosc warstw prawostronnych i lewostronnych).

Jezeli H jest podgrupg normalng grupy G to zapisujemy H < G.

Funkcjonuije tez réwnowazne okreslenie jako Dzielnik Normalny.
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Podgrupy Normalne

KOtO NAUKOWE

Obserwacja
Kazda podgrupa grupy abelowej jest podgrupg normaing.
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Podgrupy Normalne hsets

KOtO NAUKOWE

Obserwacja
Kazda podgrupa grupy abelowej jest podgrupg normaing.

Obserwacja

Kazda grupa zawiera trywialne podgrupy normalne - sama siebie i
podgrupe jednoelementowg (element neutralny).
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Podgrupy Normalne hssets

Podgrupy Normalne KOLO NAUKOWE

Kazda podgrupa grupy abelowej jest podgrupg normaing.

Kazda grupa zawiera trywialne podgrupy normalne - sama siebie i
podgrupe jednoelementowg (element neutralny).

Twierdzenie
Rozwazmy grupe G i jej podgrupe H. Zdefiniujmy zbiér aHa~' jako
aHa~' = {aha~' | h € H}. Nastepujace warunki sg réwnowazne:

1.Vae G aH =Ha

2.vacG aHa'=H

3.VaeG aHa 'CH
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Podgrupy Normalne Back

Podgrupy Normalne KOLO NAUKOWE

e Rozwazmy grupe GL,(R) wszystkich nieosobliwych macierzy
n x n oraz jej podgrupe SL,(R) wszystkich macierzy n x n o
wyznaczniku réwnym 1. Zachodzi SL,(R) < GL(R)

* Rozwazmy grupe n-elementowych permutacji S, oraz jej
podgrupe permutacji parzystych A,. Zachodzi A, < S,.
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Podgrupy Normalne f35:12

Podgrupy Normalne KOLO NAUKOWE

e Rozwazmy grupe GL,(R) wszystkich nieosobliwych macierzy
n x n oraz jej podgrupe SL,(R) wszystkich macierzy n x n o
wyznaczniku réwnym 1. Zachodzi SL,(R) < GL(R)

* Rozwazmy grupe n-elementowych permutacji S, oraz jej
podgrupe permutacji parzystych A,. Zachodzi A, < S,.

Jezeli liczba warstw lewostronnych (zatem tez prawostronnych)
wzgledem podgrupy H wynosi 2, to zachodzi H < G.
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Grupa llorazowa T

Podgrupy Normalne KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Niech bedzie dany zbidr warstw grupy G wzgledem jej podgrupy
normalnej H. Wéwczas odwzorowanie okreslone wzorem

aH o bH = (ab)H

okresla poprawne dziatanie w tym zbiorze. Zbiér warstw z tak
okreslonym dziataniem jest grupa.
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Grupa llorazowa Backe

Podgrupy Normalne AT

Twierdzenie
Niech bedzie dany zbidr warstw grupy G wzgledem jej podgrupy
normalnej H. Wéwczas odwzorowanie okreslone wzorem

aH o bH = (ab)H

okresla poprawne dziatanie w tym zbiorze. Zbiér warstw z tak
okreslonym dziataniem jest grupa.

Grupe warstw grupy G wzgledem podgrupy normalnej H
zdefiniowanej jak powyzej nazywamy Grupag ilorazowg grupy G
wzgledem podgrupy H lub grupg ilorazowg G modulo H i
oznaczamy symbolem G/H
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Grupy llorazowe ot

Podgrupy Normalne KOLO NAUKOWE

1. G/{e} = G.
2. G/G = {e}.
3. Z/T2 = 7, )

Dziatanie w grupie warstw zazwyczaj oznaczamy tak samo jak
dziatanie w grupie, co nie prowadzi do nieporozumien. Tak wiec
zwykle piszemy aH - bH w konwencji multiplikatywnej, badz
(a+ H) + (b+ H) w zapisie addytywnym. )
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Jadro Homomorfizmu f3sts

Jadro Homomorfizmu AT

Rozwazmy grupy G, G’ oraz homomorfizm ¢ : G — G'. Jadro
homomorfizmu ¢ to zbidr

kerp = '({e'}) ={a€ G| p(a)=¢}

gdzie €’ to element neutralny grupy G'.
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Jadro, a podgrupy normalne 853!3

Jadro Homomorfizmu AT

Twierdzenie

Jesli o : G — G’ jest homomorfizmem grup G, G’ to ker ¢ jest
podgrupg normalng grupy G.
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Jadro, a podgrupy normalne 85313

Jadro Homomorfizmu AT

Twierdzenie

Jesli o : G — G’ jest homomorfizmem grup G, G’ to ker ¢ jest
podgrupg normalng grupy G.

Dowad.

Dowdd faktu, ze jadro jest podgrupg byt w zestawie zadan.
Skorzystajmy z warunku réwnowaznego definicji podgrupy
normalnej. kero <G < Vac G akerpa™' C kerp. Wezmy
dowolny k € ker ¢ oraz dowolny a € G. Zachodzi p(aka=') =
p@pk)p(@a’) = p(a)e/p(a’) = p(aa ') = p(e) = €, zatem
VacgVkeckerg aka'ckerpeoVacG akerpa ' C

ker (. Ol
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Jadro, a podgrupy normalne 8}43

Jadro Homomorfizmu AT

Twierdzenie

Rozwazmy grupe G i jej podgrupe normalng H. Odwzorowanie
v : G — G/H zadane wzorem v(a) = aH jest homomorfizmem
oraz kerv = H.
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Jadro, a podgrupy normalne 85‘}3

Jadro Homomorfizmu AT

Twierdzenie

Rozwazmy grupe G i jej podgrupe normalng H. Odwzorowanie
v : G — G/H zadane wzorem v(a) = aH jest homomorfizmem
oraz kerv = H.

Dowdd.

Jest to homomorfizm poniewaz

v(ab) = (ab)H = aH - bH = v(a)v(b). Elementem neutralnym
grupy G/H jest warstwa eH = H = hH Yh € H. Zatem faktycznie
kerv ={a|v(@) =H}=H. O

27/37



Jadro, a podgrupy normalne Backe

Jadro Homomorfizmu KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Rozwazmy grupe G i jej podgrupe normalng H. Odwzorowanie
v : G — G/H zadane wzorem v(a) = aH jest homomorfizmem
oraz kerv = H.

Dowdd.

Jest to homomorfizm poniewaz

v(ab) = (ab)H = aH - bH = v(a)v(b). Elementem neutralnym
grupy G/H jest warstwa eH = H = hH Yh € H. Zatem faktycznie
kerv ={a|v(@) =H}=H. O

Tak zadany homomorfizm z G do G/H nazywamy
homomorfizmem kanonicznym.
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Obraz homomorficzny grupy 1572k

KOtO NAUKOWE

Kazda podgrupa normalna jest jagdrem homomorfizmu oraz
jadrami homomorfizmdw sg tylko podgrupy normalne.

28/37



Obraz homomorficzny grupy 855}3

Jadro Homomorfizmu A

Kazda podgrupa normalna jest jagdrem homomorfizmu oraz
jadrami homomorfizmdw sg tylko podgrupy normalne.

Twierdzenie

Jesli ¢ jest homomorfizmem grupy G na grupe G/, to istnieje
izomorfizm ¢ : G' — G/ ker ¢, dla ktérego przemienny jest diagram

G 2. @

D

G/ ker ¢

gdzie v to homomorfizm kanoniczny.
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Relacja Ré6wnowaznosci 1335k

Kongruencje w grupach KOLO NAUKOWE

Relacja R C X x X, gdzie X # () jest relacjg rownowaznosci
jezeli sg spetnione nastepujgce warunki

1. Vx e X xRx (zwrotnosq)
2. Vx,y € X xRy = yRx (symetrycznosc)
3. Wx,y,ze X xRy ANyRz = xRz (przechodniosc)

Niech R C X x X bedzie relacjg rownowaznosci. Klasag abstrakcji
elementu x € X nazywamy zbior

[X]r = {y € X | xRy}
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Podziat zbioru 1335

Kongruencje w grupach KOLO NAUKOWE

Niech X bedzie niepustym zbiorem. Podziatem zbioru (rozbiciem
zbioru) X nazywamy takg rodzine 11 niepustych jego podzbioréw,
ze kazdy element nalezy doktadnie do jednego podzbioru tej
rodziny. To znaczy, rodzina II = {X;};c7 podzbioréw X jest jego
podziatem wtedy i tylko wtedy, gdy

1. X; # D dlakazdegot e T,

2. jesli X; # Xj, to XN X; = 0,

3. X = Uer Xt
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Zbior IIorazowly

fasct:

ongr uencje w grupach KOLO NAUKOWE

Niech R C X x X bedzie relacjg réwnowaznosci. Zbiorem
llorazowym relacji R nazywamy rodzine klas abstrakgciji
elementdw z X i oznaczamy

X/R={IXlp | x € X}.
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Zbior IIorazowly 8535

ongr uencje w grupach KOLO NAUKOWE

Niech R C X x X bedzie relacjg réwnowaznosci. Zbiorem
llorazowym relacji R nazywamy rodzine klas abstrakgciji
elementdw z X i oznaczamy

X/R={IXlp | x € X}.

Twierdzenie

Niech R C X x X bedzie relacjg rownowaznosci. Zbior ilorazowy
X /R jest podziatem zbioru X.
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Podgrupy i Podziaty Bists

Kongruencje w grupach AT

Twierdzenie

Niech X bedzie niepustym zbiorem, a IT = {X;};c7 jego
podziatem. Relacja R C X x X okreslona wzorem

XRy < 3JteT:x,yeX

jest relacjg rownowaznosci.
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Podgrupy i Podziaty f3et:

Kongruencje w grupach KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech X bedzie niepustym zbiorem, a IT = {X;};c7 jego
podziatem. Relacja R C X x X okreslona wzorem

XRy < 3JteT:x,yeX

jest relacjg rownowaznosci.

Twierdzenie

Niech G bedzie grupa, a H jej podgrupg. Rodzina watstw
lewostronnych {Ha | a € G} jest podziatem zbioru G. Rodzina
warstw prawostronnych {aH | a € G} jest podziatem zbioru G.
Relacje réwnowaznosci generowane przez te podziaty oznaczamy

o L R
odpowiednio przez = oraz =.
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Podgrupy i Podziaty

KOtO NAUKOWE

Obserwacja

Jezeli H jest podgrupg normalng G to zbiér warstw lewostronnych
i prawostronnych G/H sa sobie réwne, zatem relacje
rownowaznosci indukowane przez nie sg tg sama relacja.

Zwykle piszemy po prostu a = bluba=b (H)Iluba=b(mod H).

<

JezeliH < Goraz a,b € G, to po prostu

a=b(mod H) < a 'beH.

.

33/37



Kongruencje 1572k

KOtO NAUKOWE

Obserwacja

Niech G bedzie grupa, H < G oraz a,b,c,d € G. Zatézmy, ze
a=b (mod h) oraz c = d (mod H). Wynika z tego, ze aH = bH
oraz cH = dH. Poniewaz G/H jest grupg, mamy

aH -bH = cH - dH < (ac)H = (bd)H < ac = bd (mod H).
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Kongruencje 1572k

Kongruencje w grupach KOLO NAUKOWE

Niech G bedzie grupa, H < G oraz a,b,c,d € G. Zatézmy, ze
a=b (mod h) oraz ¢ = d (mod H). Wynika z tego, ze aH = bH
oraz cH = dH. Poniewaz G/H jest grupg, mamy

aH-bH =cH -dH < (ac)H = (bd)H < ac = bd (mod H).

Relacja réwnowaznosci R w zbiorze G, ktdry jest grupa, nazywa
sie kongruencja, jesli zachodzi

Va,b,c,d € G aRb A cRd = (ac)R(bd)
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Twierdzenie

Jesli H jest podgrupa normalng grupy G, to relacja przystawania
elementdéw modulo H jest kongruencja.
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Twierdzenie

Jesli H jest podgrupa normalng grupy G, to relacja przystawania
elementdéw modulo H jest kongruencja.

\

Twierdzenie

Jesli relacja R jest kongruencja w grupie G, to klasa abstrakcji H
zawierajgce element neutralny grupy G jest podgrupg normalng
oraz zachodzi G/R = G/H.
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fasct:

KOtO NAUKOWE

Prezentacja bardzo mocno korzysta z rozdziatu X/ ponizszej

ksiazki.

[1] Bolestaw Gleichgewicht. Algebra : podrecznik dla kierunkdw
nauczycielskich studiow matematycznych. PWN, 1976.
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Pytania, watpliwosci, uwagi ?
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