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Powtérka 13342

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Zbiér R z dwoma dziataniami +, - nazywamy Pierscieniem,
jezeli zachodzg nastepujace warunki

1. (R, +) jest grupg abelowg
2. (R, ") jest pétgrupa
3., y,ZzeR x-(y+2)=x-y+x-2A
x+y)z=x-z+y- -z (rozdzielnos¢ mn. wzg. dod. ),
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Powtorka T

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Zbidr R z dwoma dziataniami +, - nazywamy Pierscieniem z
jedynka, jezeli zachodzg nastepujgce warunki

1. (R, +) jest grupg abelowag
2. (R,-) jest monoidem

3. W, y,zeR x-(y+z2)=x-y+x-2zA
x+y)z=x-z+y- -z (rozdzielnos¢ mn. wzg. dod.)
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Powtorka T

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Zbiér R z dwoma dziataniami +, - nazywamy Pierscieniem
przemiennym z jedynka, jezeli zachodzg nastepujace warunki

1. (R, +) jest grupg abelowag
2. (R,-) jest monoidem przemiennym

3. W, y,zeR x-(y+z)=x-y+x-2zA
x+y)-z=x-z+y- -z (rozdzielnos¢ mn. wzg. dod.)
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Powtorka f3et:

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Zbiér R z dwoma dziataniami +, - nazywamy Pierscieniem
przemiennym z jedynka, jezeli zachodzg nastepujace warunki

1. (R, +) jest grupg abelowag
2. (R,-) jest monoidem przemiennym

3. W, y,zeR x-(y+z)=x-y+x-2zA
x+y)-z=x-z+y- -z (rozdzielnos¢ mn. wzg. dod.)

Od tego momentu rozwazamy jedynie pierscienie przemienne z
jedynka. O ile nie jest powiedziane inaczej, gdy piszemy pierscieri
mamy na mysli pierscieri przemienny z jedynka.
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Przyktady 1572k

Pierscienie KOLO NAUKOWE

Kluczowe pierscienie

Z naszej perspektywy najistotniejszymi pierscieniami bedg
* 7 - pierscien liczb catkowitych.
* R[x] - pierscient wielomiandw jednej zmiennej o
wspotczynnikach z pierscienia R.
* R[xq,...,Xn] - pierscienie wielomiandw wielu zmiennych.
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Ideaty f33cts

KOtO NAUKOWE

Niepusty podzbidr I pierscienia R nazywa sie¢ ideatem, jezeli
zachodzi

vabel a+bel (1)
VaclIVreR r-acl (2)
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Ideaty Backe

KOtO NAUKOWE

Niepusty podzbidr I pierscienia R nazywa sie¢ ideatem, jezeli
zachodzi

vabel a+bel (1)
VaclIVreR r-acl 2)

Fakt, ze I jest ideatem pierscienia R oznaczamy przez I < R.

Jezeli potraktujemy R jako grupe z dodawaniem, to I jest
podgrupa normalng grupy R.
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Przyktady Ideatéw T

Ideaty KOLO NAUKOWE

Ideatami sg np.

1.

Kazdy pierscien R posiada ideat trywialny {0} oraz ideat
niewtasciwy R.

. W pierscieniu Z ideatami sg zbiory postaci

nZ = {n-k | k € Z} - zbiory wielokrotnosci danej liczby.
W pierscieniu wielomianéw R[x] weZzmy ustalony wielomian f.
Zbior I = {fg | g € R|x]} jest ideatem w R[x].

. W pierscieniu wielomiandw R|[xq, ..., x,] weZmy ustalone

wielomiany f,g. Zbiér I = {af + a>g | a;,a> € R[x1,...xn|}
jest ideatem w pierscieniu R[x, ..., Xp].
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Ideaty Ciata 1572k

KOtO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem, a I ideatem tego pierscienia.
Zachodzi
I=R&1€el
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Ideaty Ciata 13342

KOtO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem, a I ideatem tego pierscienia.
Zachodzi
I=R&1€el

(=). Oczywiste.
(«). Jezeli 1 € I to z definicji dla dowolnego r € R zachodzi
r-1el,czylirel. O
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Ideaty Ciata 13342

KOtO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem, a I ideatem tego pierscienia.
Zachodzi
I=R&1€el

(=). Oczywiste.
(«). Jezeli 1 € I to z definicji dla dowolnego r € R zachodzi
r-1el,czylirel. O
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Ideaty Ciata 13342

KOtO NAUKOWE

Twierdzenie
Jezeli K jest ciatem, to jedynymi jego ideatami sg {0} oraz K.
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Ideaty Ciata 13342

KOtO NAUKOWE

Twierdzenie
Jezeli K jest ciatem, to jedynymi jego ideatami sg {0} oraz K.

Niech I <« K. Jezeli I = {0} to twierdzenie zachodzi. W innym
przypadku istnieje a € K takie, ze a # 0,a € I. Z definicji dla
dowolnego r € K mamy r-a € K. W szczegdlnosécidlar =a~' z
czegowynikaa-a ' =1 ¢ I zatem I = K. O
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Ideaty Ciata 13342

KOtO NAUKOWE

Twierdzenie
Jezeli K jest ciatem, to jedynymi jego ideatami sg {0} oraz K.

Dowdd.

Niech I <« K. Jezeli I = {0} to twierdzenie zachodzi. W innym
przypadku istnieje a € K takie, ze a # 0,a € I. Z definicji dla
dowolnego r € K mamy r-a € K. W szczegdlnosécidlar =a~' z
czegowynikaa-a ' =1 ¢ I zatem I = K. O

Twierdzenie
Jezeli jedynymi ideatami pierscienia R sg {0} oraz cate R, to R
jest ciatem.
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Przeciecia Ideatéw ot

000
Ideaty KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech bedzie dany piersciert R oraz niepusty podzbiér T. Jesli
It <R dla kazdego t € T to (<1 It < R (przecigcie ideatow jest
ideatem).
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Ideaty generowane Bk

KOtO NAUKOWE

Rozwazmy pierscien R i element a € R. Zdefiniujmy
I ={r-a|reR}. Zauwazmy, ze I jest ideatem R. Dodatkowo,
zauwazmy, ze jest to najmnijeszy ideat zawierajacy a, to znaczy

{r-alreR}=({J<R|aeJ}
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Ideaty generowane Bists

Ideaty KOLO NAUKOWE

Rozwazmy pierscien R i element a € R. Zdefiniujmy
I ={r-a|reR}. Zauwazmy, ze I jest ideatem R. Dodatkowo,
zauwazmy, ze jest to najmnijeszy ideat zawierajacy a, to znaczy

{r-alreR}=({J<R|aeJ}

Mozemy to uogadlnic:

Niech R bedzie pierscieniem, natomiast A = {a;,...,as} CR
skoriczonym jego podzbiorem. Ideatem generowanym przez A
nazywamy zbidr

(A) = (ay,...,as) :{Zr;-a;|rieR,a;eA}
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Ideaty generowane Bk

Ideaty KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Ideat generowany przez zbidr jest ideatem.

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem oraz A = {ay,...,as} C R. Zachodzi

(A)=(WI<R|ACI}.
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Ideaty generowane Bists

Ideaty KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Ideat generowany przez zbidr jest ideatem.

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem oraz A = {ay,...,as} C R. Zachodzi

(A)=(WI<R|ACI}.

Jezeli I = (A) = (ay,...,as) <R, to A nazywamy zbiorem
generatorow I, elementy ay, ...,as hazywamy generatorami I.
Jezeli da sie zapisac ideat jako generowany przez skornczony
zbidr, to méwimy, ze ideat jest skoriczenie generowny.
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Ideaty generowane Bk

Ideaty KOLO NAUKOWE

Jezeli podzbior A pierscienia R jest nieskoriczony, wszystkie
definicje i twierdzenia wcigz zachodzg, tylko doktadamy do
definicji jeden warunek

(A) = {Zr,--a,- |ri€ R, a; eA}

gdzie prawie wszystkie r; sg rowne O.
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Ideaty generowane Bists

Ideaty KOLO NAUKOWE

Jezeli podzbior A pierscienia R jest nieskoriczony, wszystkie
definicje i twierdzenia wcigz zachodzg, tylko doktadamy do
definicji jeden warunek

(A) = {Zr,--a,- |ri€ R, a; eA}

gdzie prawie wszystkie r; sg rowne O.

Dowodzi sig, ze kazdy ideat w Z oraz K|[xy, ..., Xn], gdzie K jest
ciatem jest skoriczenie generowany.
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Suma Algebraiczna Ideatéw 13342

Ideaty KOLO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem oraz I, J < R. Sume ideatéw I, J
definiujemy jako

I+J={a+blacl,be J}.
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Suma Algebraiczna Ideatéw 13342

Ideaty KOLO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem oraz I, J < R. Sume ideatéw I, J
definiujemy jako

I+J={a+blacl,be J}.

.

Twierdzenie
Jezeli I, J < R, gdzie R jest pierscieniem, to I + J <R (suma
ideatow jest ideatem).
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Suma Algebraiczna Ideatow 1335k

Ideaty KOLO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem oraz I, J < R. Sume ideatéw I, J
definiujemy jako

I+J={a+blacl,be J}.

Twierdzenie

Jezeli I, J < R, gdzie R jest pierscieniem, to I + J <R (suma
ideatow jest ideatem).

Twierdzenie
Jezeli I = (ay,...,as) oraz J = (by,...,by) to

]>—% L] = <éi1, .. .6337191, e ,t)r).
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Wzgledna pierwszos¢ Ideatow Bk

Ideaty KOLO NAUKOWE

Mowimy, ze dwa ideaty I, J pierscienia R sg wzglednie pierwsze
jesli zachodzi
I+J=R
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lloczyn algebraiczny Ideatéw 13342

deaty KOLO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem oraz I, J ideatami w tym pierscieniu.
lloczyn algebraiczny ideatéw I, J definiujemy jako

:{Za,--b,-|a,-el,b,-eJ}.

gdzie prawie wszystkie a; - b; sg zerami (sg to skoriczone sumy).

o
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lloczyn algebraiczny Ideatow Bigk

Ideaty KOLO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem oraz I, J ideatami w tym pierscieniu.
lloczyn algebraiczny ideatéw I, J definiujemy jako

IJ:{Za,--b,-|a,-eI,b,-eJ}.

gdzie prawie wszystkie a; - b; sg zerami (sg to skoriczone sumy).
lloczyn algebraiczny ideatdw jest ideatem.

Jesli 14, . .. I, to ideaty pierscienia R, to zauwazmy, ze

11"‘In:<a,-1---a,-,~,|a,-jelj>
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lloczyn algebraiczny ideatéw 13342

Ideaty KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Jesli 14, ... I, to ideaty pierscienia R, to zachodzi
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lloczyn algebraiczny ideatow Back

000
Ideaty KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Jesli 14, ... I, to ideaty pierscienia R, to zachodzi

Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem oraz I, ... I, < R beda ideatami
(parami) wzglednie pierwszymi w R. Zachodzi

]ﬁ n...N ]h = ]H T " ]h

\
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Ideaty Pierwsze Bists

Ideaty KOLO NAUKOWE

Ideat I pierscienia R nazywamy ideatem pierwszym, jezeli
zachodzi
Va,be R abel=aclVvbel.
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Warstwy Ideatu

KOtO NAUKOWE

Rozwazmy pierscien R oraz jego ideat I.

Obserwacja

Poniewaz (I, +) jest podgrupa (normalng) addytywng pierscienia,
konstrukcja warstw oraz grupy ilorazowej ze wzgledu na
dodawanie jest w petni poprawna.

.

Zwyczajowo warstwe elementu a € R wzgledem ideatu [
oznaczamy jako a + I.
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Mnozenie Warstw 1572k

Pierscien llorazowy KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Jesli I jest ideatem pierscienia R to wzér

@+)ob+I)=ab+1

okresla dziatanie w zbiorze warstw wzgledem I nazywane
mnozeniem warstw. Zbiér warstw z dodawaniem warstw i
mnozeniem warstw tworzy pierscien.
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Pierscien llorazowy 1572k

Pierscien llorazowy KOLO NAUKOWE

Jezeli I jest ideatem pierscienia R to pierscien warstw z
dodawaniem warstw i mnozeniem warstw nazywamy
Pierscieniem llorazowym R wzgledem I i oznaczamy przez R/I.
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Pierscien llorazowy 1572k

Pierscien llorazowy KOLO NAgKO\Az

Jezeli I jest ideatem pierscienia R to pierscien warstw z
dodawaniem warstw i mnozeniem warstw nazywamy
Pierscieniem llorazowym R wzgledem I i oznaczamy przez R/I.

Warstwe a + I nazywamy klasg reszt a albo klasg modulo a albo
klasg abstrakcji a.

R/I czasem nazywane jest tez pierscieniem reszt modulo I.
Dziatania w pierscieniu ilorazowym R/I oznacza si¢ zwykle tak
samo jak dziatania w pierscieniu R.
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Homomorfizmy pierscieni 1572k

Jadro Homomorfizmu AT

Twierdzenie
Niech R, R’ bedg pierscieniami. Jagdro homomorfizmu ¢ : R — R’
jest ideatem pierscienia R.
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Homomorfizmy pierscieni 1572k

Jadro Homomorfizmu AT

Twierdzenie

Niech R, R’ bedg pierscieniami. Jagdro homomorfizmu ¢ : R — R’
jest ideatem pierscienia R.

Twierdzenie

Niech R, R’ beda pierscieniami, ¢ : R — R’ homomorfizmem tych
pierscieni oraz .J < R'. Zachodzi o~ 1(.J) < R (przeciwobraz ideatu
jest ideatem).
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Homomorfizmy pierscieni 1572k

Jadro Homomorfizmu AT

Twierdzenie

Niech R, R’ bedg pierscieniami. Jagdro homomorfizmu ¢ : R — R’
jest ideatem pierscienia R.

Twierdzenie

Niech R, R’ beda pierscieniami, ¢ : R — R’ homomorfizmem tych
pierscieni oraz .J < R'. Zachodzi o~ 1(.J) < R (przeciwobraz ideatu
jest ideatem).

Obrazem homomorficznym ideatu nie zawsze jest ideat.
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Charakterystyka | ssoge

Jadro

1d ra

omomorfizmu KOLO N,ﬁmz

Twierdzenie

Jesli I jest ideatem pierscienia R to odwzorowanie v : R — R/I
zadane wzorem v(a) = a + I jest homomorfizmem pierscieni
R.R/I oraz kerv = I.
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Charakterystyka jadra 13342

Jadro Homomorfizmu AT

Twierdzenie

Jesli I jest ideatem pierscienia R to odwzorowanie v : R — R/I
zadane wzorem v(a) = a + I jest homomorfizmem pierscieni
R.R/I oraz kerv = I.

Homomorfizm v : R — R/I nazywamy homomorfizmem
kanonicznym.
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Charakterystyka jadra 13342

Jadro Homomorfizmu AT

Twierdzenie

Jesli I jest ideatem pierscienia R to odwzorowanie v : R — R/I
zadane wzorem v(a) = a + I jest homomorfizmem pierscieni
R,R/I oraz kerv = I.

Homomorfizm v : R — R/I nazywamy homomorfizmem
kanonicznym.

Ideaty danego pierscienia i tylko one sg jgdrami homomorfizméw
pierscieni.
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Obraz homomorficzny pierscienia  §3gsfs

Jadro Homomorfizmu KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Jesli  jest homomorfizmem pierscienia R na pierscien R’, to
istnieje izomorfizm ¢ : R" — R/ ker ¢, dla ktérego przemienny jest
diagram

R, R

N

R/ ker ¢

gdzie v to homomorfizm kanoniczny.
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Obraz homomorficzny pierscienia  §3gsfs

Jadro Homomorfizmu KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Jesli  jest homomorfizmem pierscienia R na pierscien R’, to
istnieje izomorfizm ¢ : R" — R/ ker ¢, dla ktérego przemienny jest
diagram

R, R

N

R/ ker ¢

gdzie v to homomorfizm kanoniczny.

Twierdzenie
Jedynymi homomorfizmami ciata na ciato sg izomorfizmy.
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Kongruencje 1334

Kongruencje Pierscieni KOLO NAUKOWE

Relacja rownowaznosci ~ okreslona na pierscieniu R nazywa sie
kongruencija, jezeli

[(@a~b)A(c~d)]=[@+c~b+d)A (ac ~ bd).

Kongruencije, to relacje rownowaznosci, ktore mozna dodawac i
mnozyc stronami.

24/28



Przystawanie modulo Ideat hsets

Kongruencje Pierscieni AT

Twierdzenie

Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Relacja przystawania
elementéw modulo 1

a=b(l)ea-bel

jest kongruencjg w pierscieniu R.
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Przystawanie modulo Ideat ket

Kongruencje Pierscieni AT

Twierdzenie

Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Relacja przystawania
elementéw modulo 1

a=b(l)ea-bel

jest kongruencjg w pierscieniu R.

Kongruencje pierscieni mozna odejmowac stronami.
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Charakterystyka Kongruencji 1572k

Kongruencje Pierscieni AT

Twierdzenie

Jesli relacja réwnowaznosci ~ okreslona na pierscieniu R jest
kongruencja, to klasa abstrakc;ji I zbioru ilorazowego R/ ~ ktdra
zawiera 0 pierscienia R jest ideatem pierscienia R oraz

R/~ = R/I.
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fasct:

KOtO NAUKOWE

Bolestaw Gleichgewicht. Algebra : podrecznik dla kierunkéw
nauczycielskich studiow matematycznych. PWN, 1976.

tukasz Kubat. Algebra Komutatywna - Notatki do wyktadéw
prof. Kamila Ruska.
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Pytania, watpliwosci, uwagi ?
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