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Zatozenia 1572k

KOtO NAUKOWE

Przypominam, ze méwigc piersciert mamy na mysli pierscien
przemienny z jedynka.
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Zatozenia

KOtO NAUKOWE

Przypominam, ze méwigc piersciert mamy na mysli pierscien
przemienny z jedynka.

.

Dodatkowo, w tym rozdziale zawezamy nasze rozwazania do
pierscieni catkowitych. Méwigc pierscien, mamy na mysli pierscien
catkowity przemienny z jedynka.

v
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Relacja podzielnosci f15:12

Podzielnos¢é KOLO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem oraz a, b elementami tego
pierscienia.

Mowimy, ze element a dzieli b, jesli istnieje taki element ¢ € R, ze
ac = b. Tak wiec
albsdceR:b=ac

Gdy a | b méwimy, ze "a jest dzielnikiem elementu b" lub "b jest
podzielne przez a" lub "b jest wielokrotnoscig a". Jesli a nie dzieli
b to piszemy a 1 b.
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Wtasnosci podzielnosci T

Podzielnos¢é KOLO NAUKOWE

Relacja | okreslona na pierscieniu R jest relacjg zwrotnig i
przechodnia.

Dla dowolnych a, b, c,d € R zachodzi
1. 1]a

2. a|lb=a|bc
3.albralc=al|bxc

4. a|b=ac|bc
5.al|bAc|d=ac|bd
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Relacja stowarzyszenia B3t

KOtO NAUKOWE

Mowimy, ze elementy a, b € R sg stowarzyszone, co zapisujemy
a~b,jeslia|brb|a.

Obserwacja
Relacja stowarzyszenia, jest relacjg rownowaznosci.
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Relacja stowarzyszenia B3t

Podzielnos¢é KOLO NAUKOWE

Moéwimy, ze elementy a, b € R sag stowarzyszone, co zapisujemy
a~b,jeslia|brb|a.

Obserwacja
Relacja stowarzyszenia, jest relacjg rownowaznosci.

Element u pierscienia R nazywamy jednoscia, jezeli istnieje w
pierscieniu R do niego element odwrotny.

Zbidr wszystkich jednosci w pierscieniu R nazywamy zbiorem
elementdw odwracalnych i oznaczamy przez Ug.
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Zbior jednosci 1

KOtO NAUKOWE

Obserwacja

Zbidér elementéw odwracalnych pierscienia R jest grupg wzgledem
ich mnozenia.
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Zbior jednosci

KOtO NAUKOWE

Obserwacja

Zbidér elementéw odwracalnych pierscienia R jest grupg wzgledem
ich mnozenia.

4

Obserwacja

Zachodzi Ug = {a € R : a ~ 1}, czyli jednoscu to doktadnie
elementy stowarzyszone z jedynka.

.
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Zbior jednosci 1

Podzielnos¢é KOLO NAUKOWE

Zbidér elementéw odwracalnych pierscienia R jest grupg wzgledem
ich mnozenia.

Zachodzi Ug = {a € R : a ~ 1}, czyli jednoscu to doktadnie
elementy stowarzyszone z jedynka.

Twierdzenie
Jesli a, b sg elementami pierscienia R, to

a~b<s JdeelUg:b=ae.
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Rozktad elementu

Pierscienie z jednoznacznoscia rozktadu oD NN

Niech a € R\ {0}. Rozktadem elementu a na czynniki nazywamy
kazde przedstawienie go w postaci iloczynu a = aqas . . . a.
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Rozktad elementu

Pierscienie z jednoznacznoscia rozktadu oD NN

Niech a € R\ {0}. Rozktadem elementu a na czynniki nazywamy
kazde przedstawienie go w postaci iloczynu a = aqas . . . a.

Rdzny od zera element a pierscienia R nazywamy rozktadalnym,
jesli da sie go przestawic jako iloczyn ay, a, gdzie a; oraz a, sg
elementami nieodwracalnymi.

Jezeli element nie jest zerem, nie jest jednoscig oraz nie jest
rozktadalny to nazywamy go nierozktadalnym.
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Jednoznacznos¢ rozktadu

Pierscienie z jednoznacznoscia rozktadu OO AN

Niech R bedzie pierscieniem.
* Pierscien R nazywamy pierscieniem z rozktadem, gdy kazdy

niezerowy i nieodwracalny element tego pierscienia mozna
przedstawic¢ w postaci iloczynu elementow nierozktadalnych.

¢ Piersciert R nazywmy pierscieniem z jednoznacznoscia
rozktadu (lub pierscieniem gaussowskim, lub UFD), gdy
kazdy niezerowy i nieodwracalny element tego pierscienia
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu elementéw
nierozktadalnych w sposdb jednoznaczny z doktadnoscig do
stowarzyszenia.
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Elementy pierwsze

Pierscienie z jednoznacznoscia rozktadu oD NN

Niech p bedzie elementem pierscienia R. element p nazywamy
pierwszym, jezeli zachodzi

plab=plaVvp]|b.
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Elementy pierwsze

Pierscienie z jednoznacznoscia rozktadu oD NN

Niech p bedzie elementem pierscienia R. element p nazywamy
pierwszym, jezeli zachodzi

plab=plaVvp]|b.

v,
Twierdzenie

Jezeli p jest elementem pierwszym pierscienia R to p jest
elementem nierozktadalnym.
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Elementy pierwsze

Pierscienie z jednoznacznoscia rozktadu oD NN

Niech p bedzie elementem pierscienia R. element p nazywamy
pierwszym, jezeli zachodzi

plab=plaVvp]|b.

Twierdzenie

Jezeli p jest elementem pierwszym pierscienia R to p jest
elementem nierozktadalnym.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Element nierozktadalny
nie musi by¢ pierwszy.
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Elementy pierwsze, a nierozktadalne §33fs

Pierscienie z jednoznacznoscia rozktadu KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem z rozktadem. Nastepujace warunki
sg rownowazne

* R jest pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu,
e Kazdy element nierozktadalny w R jest pierwszy.
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Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu. Wtedy
R[x] jest pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu.
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Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu. Wtedy

R[x] jest pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu.

.

Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu. Wtedy
R(x1, . ..xn] jest pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu.

A
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Rozktad kanonlcerM%iNWW h!:h

KOtO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu.

Niech P C R bedzie zbiorem reprezentantow klas abstrakcji
wzgledem relacji stowarzyszenia wyznaczonych przez elementy
nierozktadalne to kazdy element a € R ma jednoznaczne
przedstawienie postaci

a=e[]p>
peP
gdzie e € Ug oraz alphap, € NU {0}, z tym, ze op = 0 dla prawie
wszystkich p. Takie przedstawienie nazywamy rozktadem
kanonicznym.
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NWD i NWW T

KOtO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu oraz
a,b € R bedg elementami pierscienia z rozktadami kanonicznymi
odpowiednio &1 [[pep P Oraz ez [[pep P.

Twierdzenie
b | a wtedy i tylko wtedy, gdy 5, < «ap dla kazdego p € P.
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NWD i NWW T

NWD i NWW KOLO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu oraz
a,b € R beda elementami pierscienia z rozktadami kanonicznymi
odpowiednio &1 [[pep P Oraz ex [[pep .

b | a wtedy i tylko wtedy, gdy 5, < «ap dla kazdego p € P.

¢ Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem a, b nazywamy
NWD(a, b) = HpeP pmin{o‘pﬂp}

¢ Najmniejszg wspolng wielokrotnoscia a, b nazywamy
NWW(a,b) = [Tpep prax{ep,fp}

14/26



Rozszerzenie definiciji f3ts

NWD i NWW KOLO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscia rozkfadu i
ai, ...am elementami tego pierscienia. Dla m > 2 pojecie
najwiekszego wspdlnego dzielnika i najmniejszej wspdlnej
wielokrotnosci definiujemy rekurencyjnie jako

NWD(aq,...,an) = NWD(NWD(ay,...,am—1),am)
NWW(aq,...,am) = NWW(NWW(ai,...,am—1),am)
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Wtasnosci NWD i NWW 13342

NWD i NWW KOLO NAUKOWE

Dla elementéw ay, . .., am, gdzie a; ma rozktad kanoniczny
&i [[pep P* zachodzi

NWD(al, Ce ,am) — H pmin{ap1 ,...,apm}
pEP

NWW(al, v ,am) — H pmaX{Oép1 ""7O‘Pm}'
pEP
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Wtasnosci NWD i NWW 13342

NWD i NWW KOLO NAUKOWE

Tak zdefiniowane NWD oraz NWW zalezy od wyboru
reprezentantéw klas abstrakcji elementéw nierozktadalnych.
Rozwazmy dwa rézne zbiory tych reprezentantow Py, P>, C R oraz
elementy pierscienia ay, ... ,an. Zauwazmy, ze

NVVDP1 (a1, v am) A NWDpz(al, cee am)
NVVVVP1 (al, 000 am) > NVVVVP2 (al, 000 am).

Z tego powodu mozna mysled¢, ze dla danych elementéw NWD
jest doktadnie jedno oraz NWW jest doktadnie jedno.
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Charakterystyka NWD i NWW hsets

NWD i NWW KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu oraz
niech aq, ...am bedg elementami tego pierscienia.
d = NWD(aq,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy

eVvVi=1,....m d]a,

evceR [(Vi=1,....m c|a)=c]|d|.
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Charakterystyka NWD i NWW hssets

NWD i NWW KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu oraz
niech aq, ...am bedg elementami tego pierscienia.
d = NWD(aq,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy

eVi=1,....m d|a,

evceR [(Vi=1,....m c|a)=c]|d|.

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu oraz
niech ay, ...amn bedg elementami tego pierscienia.
d = NWW(aq,...,ay) wtedy i tylko wtedy, gdy
eVi=1,....m a,-|d,
evceR |[(Vi=1,....m a;j|c)=d]|c]
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Wtasnosci NWD i NWW 13342

NWD i NWW KOLO NAUKOWE

Elementy a, b pierscienia z jednoznacznoscia rozktadu R,
nazywamy wzglednie pierwszymi, jezeli NWD(a,b) = 1

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu oraz
ai,...,am € R elementami tego pierscienia. Zachodzi

* (NWW(aq,...,am)) = (a1) N---N (am)

a1a9
L4 NWD(al,az) = m
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fasct:

ierscienie ideatow gtownych KOLO NAUKOWE

Ideat g’réwn¥

Niech R bedzie pierscieniem.

Ideat I pierscienia R nazywamy gtéwnym, jesli istnieje taki
elementac R, ze I = (a).
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Ideat g’réwn¥

fasct:

ierscienie ideatow g‘fO’WﬂyCh KOLO NAUKOWE

Niech R bedzie pierscieniem.

Ideat I pierscienia R nazywamy gtéwnym, jesli istnieje taki
elementac R, ze I = (a).

R nazywamy pierscieniem ideatéw gtéwnych (lub pierscieniem
gféwnym, lub PID), jezeli kazdy ideat tego pierscienia jest gtéwny.
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PID, a UFD 1572k

Pierscienie ideatow ng’ Wnych KOtO NAUKOWE

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem ideatéw gtéwnych. Wtedy R jest
pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu.
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PID, a UFD 1572k

Pierscienie ideatow gtownych KOLO NAUKOWE

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem ideatéw gtéwnych. Wtedy R jest
pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu.

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem ideatow gtéwnych oraz a4, ...,an
elementami tego pierscienia oraz d = NWD(a4, ..., ay,,). Zachodzi

(ay,...,am) = (d)
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PID, a UFD L

Pierscienie ideatow gtownych A

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem ideatéw gtéwnych. Wtedy R jest
pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu.

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem ideatow gtéwnych oraz a4, ...,an
elementami tego pierscienia oraz d = NWD(a4, ..., ay,,). Zachodzi

(ay,...,am) = (d)

Niech ay, ... an beda elementami pierscienia ideatéw gtéwnych R
oraz d najwigkszym wspdlnym dzielnikiem tych elementdw.
Istniejg takie ry,...rm € R, ze rna; + ... + rmam =d.
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Pierécienie Euklidesowe 13342

Pierscienie Euklidesowe KOEO NAUKOWE

Pierscien R nazywamy pierscieniem euklidesowym, jesli
okreslona jest funkcja N : R\ {0} — N U {0} zwang normg, gdzie
zachodzi

Va,be R,b#03q,reR:[(a=bg+r)A(N(r) <N(b)Vvr=0)].

element r w powyzszym wzorze nazywamy resztg.
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Pierscienie Euklidesowe, a PID 1572k

Pierscienie Euklidesowe KOEO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem euklidesowym. Wtedy R jest tez
pierscieniem ideatéw gtéwnych.

Twierdzenie odwrotne nie zachodzi. Np. Z[%(1 + v—19)] jest
pierscieniem ideatéw gtéwnych, natomiast nie jest pierscieniem
euklidesowym. Dowéd mozna zobaczy¢ pod tym linkiem
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https://webspace.maths.qmul.ac.uk/r.a.wilson/MTH5100/PIDnotED.pdf

Przyktady 1572k

Pierscienie Euklidesowe KOEO NAUKOWE

Pierscieniami euklidesowymi sg np.
e Z z norma zadang przez N(a) = |a|,
* K[x], gdzie K jest ciatem, a norma jest zadana przez
N(f) = deg(f),
* Z[v/—1] z normg zadang przez N(a + bi) = a® + b?.
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Zrédta T

KOtO NAUKOWE

Pawet Gtadki, Uniwersytet Slgski - Podstawowe pojecia
teorii podzielnosci. Pierscienie z jednoznacznym rozktadem

[1] Bolestaw Gleichgewicht. Algebra : podrecznik dla kierunkdw
nauczycielskich studiow matematycznych. PWN, 1976.

[2] Martin Kreuzer and Lorenzo Robbiano. Computational
Commutative Algebra 1. Springer, 2000.
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https://www.math.us.edu.pl/~pgladki/teaching/2011-2012/a3z_w07.pdf

Pytania, watpliwosci, uwagi ?
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