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Spis Tresci fset:

KOtO NAUKOWE

1. Chinskie Twierdzenie o Resztach

2. Uktady Kongruencji

3. Potegowanie Modulo

4. Wyznacznik Macierzy Catkowitoliczbowej
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Uktad Kongruenciji

goo )
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Chinskie Twierdzenie o Resztach KOLO NAUKOWE

Rozwazmy uktad kongruencji

a=1 (mod5)
a=6 (mod?7)
a=5 (mod9)

pojawiajg sie naturalne pytania

e Czy uktad ma rozwigzanie i czy da sie je znalez¢?
e Jedli tak, to ile jest tych rozwigzan?
e Jak znalez¢ wszystkie rozwigzania?
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CRT - Wersja Podstawowa 123k

hinskie Twierdzenie o Resztach KOLO NAUKOWE

Chinskie Twierdzenie o Resztach (CRT)

Niech R bedzie pierscieniem Euklidesowym oraz
my,...,Mg,ay,...ax € R. Oznaczmy M = [T*_, m;. Jezeli
my, ..., my sg parami wzglednie pierwsze to uktad

a=a; (modmy)
a=a, (mod my)

a=ax (mod my)

ma doktadnie jedno rozwigzanie € R/(M) (dokfadnie jedno
rozwigzenie modulo M.)
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CRT - Wersja Zaawansowana 13342

hinskie Twierdzenie o Resztach KOLO NAUKOWE

Chinskie Twierdzenie o Resztach (CRT)

Niech R bedzie pierscieniem oraz I, ... Iy parami wzglednie
pierwszymi ideatami w tym pierscienu. Wtedy

R/(I1 ﬂ...ﬂ[k)gR/I~| X...XR/Ik.
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Zawezenie do Pierscieni Euklidesowyjsgeds

KOtO NAUKOWE

Oba prezentowane algorytmy, bazujg na mozliwosci wyznaczenia
wspoéiczynnikéw Bezouta z Rozszerzonego Algorytmu Euklidesa,
zatem wprost odnoszg sie tylko do pierscieni Euklidesowych
(standardowo dla nas Z, k[x])
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Algorytm Lagrange’a Bists

ady Kongruencji KOLO NAUKOWE

Zatozenia: pierscien euklidesowy R.

Wejscie:

® ay,....,a,€R

°*my,....m€R
Wyjscie:

® a:a=a; (mod m;)dlakazdegoi=1,... k.
Kroki:

1. Dlakazdegoic {1,...k},j € {i+1,...,k} wyznacz oy, aj;
takie, ze a;ym; + a;m; = 1 (wspotczynniki Bezouta).

2. Zdefiniuj M := [T¥_, m;.

. . M
3. Dlakazdegoi € {1,...,k} wyznacz A .= — 11 i i
4. Zwréé a = YK , a;A; (mod M).
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Wady Algorytmu Lagrange’a

KOtO NAUKOWE

Wspdtczynniki A; z poprzedniego algorytmu bardzo szybko rosng
oraz nie jest to algorytm "przyrostowy"
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Uktady dwéch kongruenciji fiites:

KOtO NAUKOWE

Wejscie::

® a;,a€R

°* mi,m R
Wyjscie:

e ataki,zea=ay; (mod my)Aa=a, (mod ms)
Kroki:

1. Wyznacz «, g takie, ze amy + fmo, = 1.
2. Zdefiniuj r := mod(ay, my)

3. Wyznacz b := (a, — ra
4. Wyznacz s := b (mod my)
5. Zwrdé r + smy
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Algorytm przyrostowy Newtona 13342

KOtO NAUKOWE

Wejscie:

® ay,....,a,€R

°*my,....m.€R
Wyijscie

® a:a=a; (mod m;)dlakazdegoi=1,...,k.
Kroki:

1. ZdefiniujM :=1,A =1
2. dlakazdegoi € {1,...,k}
® Uzywajgc poprzedniego algorytmu, znajdz b takie, ze b= A
(mod M) Ab = a; (mod my;).
® Zamien A:=borazM :=M - mli].

3. ZwroC A.
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Szybkie potegowanie modulo 123812

KOtO NAUKOWE

Wejscie:
* acZnmeN
Wyjscie:
e 3" (mod m)
Kroki:
. Zdefiniuj (dx . . . dp)» jako binarny zapis wyktadnika n.
2. Zainicjalizujr :=1,b:=a (mod m)
3. Dla kazdegoi € {1,...,k}
4

® Jezelid; =1 to podstaw r :=r-b (mod m)
® Podstaw b := b? (mod m)

5. Zwréé r

—
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Mate Twierdzenie Fermata 1572k

Potegowanie Modulo AT

Twierdzenie (Fermat, 1640)
Jezeli p jest liczbg pierwszg, to dla kazdego a € Z zachodzi

-1 )0 (modp), pla
|1 (modp), pta
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Mate Twierdzenie Fermata 1572k

Potegowanie Modulo KOLO NAUKOWE

Twierdzenie (Fermat, 1640)
Jezeli p jest liczbg pierwszg, to dla kazdego a € Z zachodzi

-1 )0 (modp), pla
|1 (modp), pta

To twierdzenie, pozwala czesto przyspieszy¢ potegowanie
modularne (zmniejszy¢ btyskawicznie wyktadnik). Niestety tylko i
wytgcznie, gdy potegujemy modulo liczba pierwsza.
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Funkcja ¢ Eulera 1572k

Potegowanie Modulo AT

Funkcjg Eulera nazywamy funkcje ¢ : N — N zdefiniowang jako
e(n)=#{ae{0,...,n—1} | NWD(a,n) =1}

Innymi stowami ¢(n) to liczba jednosci w pierscieniu ilorazowym

Z/{n).

13/20



Funkcja ¢ Eulera ket

Potegowanie Modulo KOLO NAUKOWE

Funkcjg Eulera nazywamy funkcje ¢ : N — N zdefiniowang jako
e(n)=#{ae{0,...,n—1} | NWD(a,n) =1}

Innymi stowami ¢(n) to liczba jednosci w pierscieniu ilorazowym

Z/{n).

Jezeli p jest liczba pierwsza, to p(p) =p — 1

Twierdzenie
e Jezeli p jest liczbg pierwszg, to ¢(pk) = pk — pf~!
e JezeliNWD(m,n) = 1 to o(mn) = ¢(m) - ¢(n)
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Twierdzenie Eulera 1572k

Potegowanie Modulo AT

Twierdzenie (Euler, 1736)

Niech m > 1 bedzie liczbg catkowitg dodatnig. Jezeli a € Z jest
wzglednie pierwsze z m to zachodzi

a?™ =1 (mod m)
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Twierdzenie Eulera 1572k

Potegowanie Modulo AT

Twierdzenie (Euler, 1736)

Niech m > 1 bedzie liczbg catkowitg dodatnig. Jezeli a € Z jest
wzglednie pierwsze z m to zachodzi

a?™ =1 (mod m)

To twierdzenie réwniez bardzo przyspiesza potegowanie
modularne.
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Problemy Eliminacji Gaussa

Wyznacznik Macierzy Catkowitoliczbowej KOLO NAﬁKovz

Rozwazmy macierz kwadratowg M € M,(Z). W oczywisty sposéb
detM € Z.

Mimo tego, wykorzystujgc klasyczne algorytmy liczenia
wyznacznika (eliminacja Gaussa) na komputerze z powodu
dzielenia mozemy natrafi¢ na liczby zmiennoprzecinkowe i
koncowy wynik moze nie by¢ doktadny.

Pomyst: W ciatach skoniczonych Z,, operacje sg doktadne -
mozna policzy¢ wyznacznik modulo wiele liczb pierwszych, a
pdzniej z Chiriskiego Twierdzenia o Resztach ztozy¢ wiele
wynikéw w jeden ostateczny. Dodatkowa zaleta: Operacje modulo
sg stosunkowo szybkie!
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Wyznacznik Macierzy Modulo

Wyznacznik MacierZy Catkowitoliczbowej KOLO NAﬁKo“z

Twierdzenie

Niech M = (mj;) € Mp(Z) bedzie macierza kwadratowg n x n, ap
dowolng liczbg pierwszg. Niech mj; = (m; (mod p)) oraz
M = (mj;). Zachodzi

detM = detM (mod p)
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Nierownos¢ Hadamarda

Wyznacznik Macierzy Catkowitoliczbowej

Twierdzenie (Hadamard, 1893)

Niech M = (mj;) € Mp(R) bedzie rzeczywistg macierzg
kwadratowg. Zachodzi

|det M| <

J

2
il

n
=1\ i=1

KOtO NAUKOWE
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Nierownos¢ Hadamarda

Wyznacznik Macierzy Catkowitoliczbowej KOLO NAﬁKovz

Twierdzenie (Hadamard, 1893)

Niech M = (mj;) € Mp(R) bedzie rzeczywistg macierzg
kwadratowg. Zachodzi

|det M| < m,-?
j=1 \i=1

Jezeli rozwazymy B > 0 takie, ze |mj| < B dla wszystkich i,j < n,
to zachodzi
|detM| < B"Vnn
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Algorytm Modularny Gaussa

Wyznacznik Macierzy Catkowitoliczbowej KOLO NAﬁKovz

Wejscie:
* M = (mj;) macierz catkowitoliczbowa wymiaru n x n.
Wyjscie:
e detM.
Kroki:
1. Wyznacz B > |my|| dla kazdego i,j < n.
2. Znajdz? liczby pierwsze p4, ... px > 3 takie, ze
m:=p;---px > 2B"/n".
3. Dlakazdegoi € {1,...,k} oblicz d; := det(M (mod p;)) € Zp.
4. Rozwigz uktad kongruencjid = d; (mod p;) dlai € {1,...,k}.
5. Jedlid > m/2 to podstaw d :=d — m.
6. Zwréc d.
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fasct:

KOtO NAUKOWE

Prezentacja jest mocno oparta o wyktad autorstwa Przemysfawa
Koprowskiego, ktéry mozna obejrze¢ pod tym linkiem

[1] Joachim Von Zur Gathen and Jurgen Gerhard. Modern
Computer Algebra. Cambridge University Press, 1999.

[2] Przemystaw Koprowski. Lectures on Computational
Mathematics. 2022.
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https://www.youtube.com/watch?v=O4e0N-0glUw

Pytania, watpliwosci, uwagi ?
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