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Relacje porzadkujace 1335k

Porzadki jednomianowe AT

Porzgdkiem czesciowym nazywamy relacje < okreslong na
zbiorze A spetniajgcg warunki

e zwrotho$¢ —vVac A a=<a,
e antysymetrycznosé —-va,bc A (a<bAb=<a)=a=b,
¢ przechodniosé¢ —VvVa,b,cc A (a=bAb=c)=a=b,
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Relacje porzadkujace 1335k

Porzadki jednomianowe AT

Porzadkiem totalnym nazywamy relacje < okreslong na zbiorze A
spetniajacg warunki
e zwrotnosé —vVac A a=<a,
e antysymetrycznosé —-va,bc A (a<bAb=<a)=a=>b,
¢ przechodniosé —va,b,cc A (a=<bAb=c)=a=b,
® spojnos¢ —vVa,bc A a<bvb=<a.
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Oznaczenia i Definicja

KOtO NAUKOWE

K[X] = K[x1,...,Xn],
a=(aq,...,an),

® CoX® = CoX{ X532 - - X",
M" = {X | o € NI}
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Oznaczenia i Definicja 1572k

Porzadki jednomianowe AT

K[X] = K[x1,...,Xn],
a=(aq,...,an),

CaX®¥ = CaX{ X532 - - - Xp",
M" = {X | o € NI}

Porzadek totalny < okreslony na zbiorze M nazywamy
jednomianowym, jezeli spetnione sg nastepujgce warunki

* 1 <X X% dla kazdego o € Nj.
e kazdy niepusty zbiér S ¢ M" posiada element najmniejszy.
e X < XF = XX7 < XPX". dla kazdego v € NJ.
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Przyktady 1572k

KOtO NAUKOWE

Przyktad porzadku jednomianowego
Porzadek leksykograficzny (lex)

X*2XP & ay=pB,...05 = Bs, 0541 < Bsyt
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Przyktady 1572k

KOtO NAUKOWE

Przyktad porzadku jednomianowego
Porzadek leksykograficzny (lex)

X*2XP & ay=pB,...05 = Bs, 0541 < Bsyt

Inne znane i wykorzystywane porzadki to np.
® porzadek stopniowo leksykograficzny,
* porzadek odwrotny do leksykograficznego,
¢ stopniowy porzadek odwrotny do leksykograficznego.
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Notacja et

Redukcje wielomianowe KOLO NAUKOWE

Niech bedzie dany porzadek jednomianowy < oraz wielomian
wielu zmiennych

f=0Ca XM + ... +Co, X,

gdzie X1 = ... = Xem Wtedy
¢ Nosnikiem wielomianu f nazywamy zbiér wszystkich jego
jednomiandw
supp f := {X% ... X"}
¢ Jednomianem wiodacym f nazywamy Im<(f) = X1.
* Wspétczynnikiem wiodgcym f nazywamy le<(f) = Cq, -
e Wyrazem wiodgcym f nazywamy lt<(f) = le<(f) - lm<(f).
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Redukcja Wielomianowa Bosks

Redukcje wielomianowe OO AN

e Mdwimy, ze wielomian f redukuje sie jednym kroku do

wielomianu h, modulo wielomian g, co oznaczamy f EN)
jezeli istnieje X« € supp f, taki, ze

Ca X
Im X*orazh=f—- = :
* Wielomian f redukuje sie do wielomianu h modulo
G ={g4,...,9s}, cooznaczamy f S, h, jezeli

f=f2hf %2  Ing —h

e Jezeli wielomianu h nie mozna bardziej zredukowa¢ modulo
G, to méwimy, ze h jest resztg wielomianu f modulo G.
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Jednoznacznos$¢ redszty modulo 1572k

KOtO NAUKOWE

Reszta wielomianu f modulo G = {g4, ..., gs} dla wielomianéw
wielu zmiennych nie jest wyznaczona jednoznacznie.
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Algorytm Wyznaczania reszt modulo §3sefs

KOtO NAUKOWE

Obserwacja

W tym wypadku najprostsze podejscie polega na brutalnym
sprawdzaniu, czy da sie wykonac krok redukcji, jezeli tak to go
wykonujemy, jezeli nie, to znalezliSmy juz reszte.
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Ideaty jednomianowe hsets

= 000
Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech I < K[X] bedzie ideatem oraz zbidr G jego skoriczonym
zbiorem generatorow. Wszystko rozwazamy w ustalonym
porzadkun jednomianowym <. Nastepujgce warunki sg
réownowazne

1. (t(g) | g € 9) = t(f) | f € I) =: 1t(1).

2. fel,f+#0=1t(g) | 1t(f) dla pewnego g € G.

3. Reszty modulo G sg jednoznaczne.

4. feclfSo.
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Bazy Grébnera hsets

Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Zbiér G spetniajgcy warunki poprzedniego twierdzenia nazywamy
bazg Grobnera ideatu 1.
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Bazy Grébnera hsets

Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Zbiér G spetniajgcy warunki poprzedniego twierdzenia nazywamy
bazg Grobnera ideatu 1.

Kazdy ideat I < K[X] posiada baze Grébnera.
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S-wielomiany ik

Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Niech f, g € K[X] bedg wielomianami. S—wielomianem f, g
nazywamy wielomian zadany wzorem

_lem(Im(f),Im(g)),  lem(lm(f), lm(g))
S(f.g) = G 1t(9)
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Kryterium Buchbergera ot

= 000
Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Twierdzenie (Buchberger)

Niech I < K[X] bedzie ideatem w pierscieniu wielomianéw wielu
zmiennych oraz niech G = {g1, . ..,gn} bedzie skoriczonymz
zbiorem generatordw 1.

Nastepujace warunki sg réwnowazne:

1. G jest bazg Grébnera.

2. 5(91,9)) G, 0,dlakazdego 1 <i <j<n.
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Algorytm is_Grébner_basis Back

000
Bazy Grobnera KOLO NAUKOWE

Wejscie:
e Skoriczony zbiér G C K[X],
e porzadek jednomianowy <.
Wyjscie:
e Wartos$¢ logiczna prawda - G jest bazg Grébnera ideatu (G),

e wartos¢ logiczna fatsz wpp. wraz z niezerowg resztg
S—wielomianu dwdéch wielomiandw z G.
Kroki:
1. Dla kazdej pary wielomiandéw f.g € G, f # g:
® Utwodrz ich S—wielomian,

® wyznacz reszte r wielomianu S(f,g) modulo G,
® jezeli jest niezerowa zwrd€ (fatsz,r).

2. Zwrd¢ prawda.
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Algorytm Buchbergera hsets

KOtO NAUKOWE

Wejscie:

e Skoniczony zbidr generatoréw F ideatu I.
Wyjscie:

e Baza Grébnera G ideatu 1.
Kroki:

1. Zainicjalizuj G .= F,

2. dopdki is_Grébner_basis(G) to fatsz wykonu;:

® G:= GU/{r}, gdzie r jest niezerowg resztg zwrécong przez
is_Grébner_basis(G).

3. Zwrdc G.
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Minimalne bazy Grébnera 1572k

Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech G bedzie bazg Groébnera idatu I «K[X]orazf,g € G,f #g
bedg wielomianami z bazy.

Jezelilm(g) | Im(f), to G\ {f} tez jest bazg Grébnera ideatu I.
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Minimalne bazy Grébnera 1572k

Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Niech G bedzie bazg Groébnera idatu I «K[X]orazf,g € G,f #g
bedg wielomianami z bazy.

Jezelilm(g) | Im(f), to G\ {f} tez jest bazg Grébnera ideatu I.

Baze Grobnera ideatu I nazywamy minimalng jezeli zachodzi:

Vi,g€G,f#g Im(g)}Im(f)
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Algorytm 1572k

KOtO NAUKOWE

Obserwacja
Brutalny algorytm minimalizujgcy baze Grébnera G jest oczywisty.
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Zredukowana baza Grobnera ﬁiiﬁ

Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Baze Grébnera G nazywamy zredukowang jezeli
o Vf € Glc(f) =1
e dla wszystkich f,g € G oraz dla wszystkich X% € supp f
zachodzi

Im(g) | X°.
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Zredukowana baza Grobnera 1572k

Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Baze Grébnera G nazywamy zredukowang jezeli
o Vf € Glc(f) =1
e dla wszystkich f,g € G oraz dla wszystkich X% € supp f
zachodzi

Im(g) | X°.

Redukowanie minimalnych baz Grébnera sprowadza sie do
przeprowadzania redukcji modulo G wszystkich wielomiandw z G.
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Zredukowana baza Grobnera Backe

= (11}
Bazy Grébnera KOLO NAUKOWE

Baze Grébnera G nazywamy zredukowang jezeli
e Vf € Gle(f) = 1
e dla wszystkich f,g € G oraz dla wszystkich X% € supp f

zachodzi
Im(g) | X°.

|
Redukowanie minimalnych baz Grébnera sprowadza sie do
przeprowadzania redukcji modulo G wszystkich wielomiandw z G. |

Twierdzenie

Kazdy ideat I < K[X] posiada doktadnie doktadnie jednag
minimalng zredukowang baze Grébnera.
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Twierdzenie o Eliminaciji 1572k

Eliminacja Zmiennych KOLO NAUKOWE

Twierdzenie

Rozwazmy pierscieri wielomianéw wielu zmiennych
K[X1,.. s Xm, Y1, -, Y] = K[X,Y].

Niech =< bedzie porzadkiem jednomianowym na KX, Y] takim, ze

Va e NI B e N X*»YP

oraz G bedzie bazg Grébnera (wzgledem porzadku <) ideatu
I <K[X,Y]. Wtedy
GNKJY]

jest bazg Grébnera ideatu I N K[Y] < K[Y], wzgledem porzadku
jednomianowego =y, -

19/21



Zrédta 192912

KOtO NAUKOWE

Prezentacja jest mocno oparta o wyktad autorstwa Przemysfawa
Koprowskiego, kiéry mozna obejrze¢ pod tym linkiem

[1] Marcin Dumnicki and Tadeusz Winiarski. Bazy Grobnera -
efektywne metody w ukfadach rownari wielomianowych.
Wydawnictwo Naukowe Akademii Pedagogicznej, 2007.

[2] Joachim Von Zur Gathen and Jurgen Gerhard. Modern
Computer Algebra. Cambridge University Press, 1999.

[8] Przemystaw Koprowski. Lectures on Computational
Mathematics. 2022.

[4] Martin Kreuzer and Lorenzo Robbiano. Computational
Commutative Algebra 1. Springer, 2000.
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https://www.youtube.com/watch?v=vdmyrbNqRlY&t=6452s

Pytania, watpliwosci, uwagi ?
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